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que possible. Outre les chiffres d'observation, on devra joindre
dans les envois 'annotation des autres circonstances qui s’y rat-
tacheront, telles que la valeur des divisions de I'échelle (ou les
mesurages sur lesquels repose la détermination) , la durée d’os-
cillation, la position et la marche de I'horloge, les noms des
observateurs, des éclaircissemens sur celles des observations qui
pourraient paraitre douteuses, etc. Il n’est point nécessaire de
dire que les communications devront étre faites le plus prompte-
ment possible. » '

(Dans un prochain numéro de la C’orraapondduca nous ferons connaitre
les principaux résultats auxquels ont conduit les recherches qui viennent
d’étre indiquées. )

Nouvelle discussion de Uéquation générale des courbes du second
degré. Fragment , par M. Axekae (1.

Quand une courbe rapportée a deux axes quelconques , obli-
ques ou rectangulaires, est donnée par une équation dans la-
quelle les coordonndées z et y entrent symétriquement, c’est-a-dire
puissent étre permutées sans que I'équation cesse d’exister, cette
courbe se compose de deux portions égales et semblables symé-
triquement placées de part et d’autre de la droite AG, fig. 1,
qui divise 'angle YAX en deux parties égales. En effet , si, dans
ce cas, I’équation de la courbe est vérifiée par deux valeurs
z=a, y=>b,ou §il y a un point M de la courbe qtii ait
pour coordonnées £ =AP=a,y =PM=b, il y aura un autre
point M’ qui aura pour coordonnées z = MP = AP'=AQ = b,
y=AP=M'P' = AQ’=a. Or, si I'on divise I'angle YAX en deux

\

1) L’article que nous présentons ici se trouvait parmi les notes manuscrites
qui nous ont été remises par M. Ampére, quelque temps avant sa mort (voyes
pag. 144, t.1X dela Correspondance Math.
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parties égales par la droite AG, et gu'on replie la figure autour
de cette droite; a cause de I'égalité des lignes AP’ et AG, P'M’
et QM, et des angles AP’'M’ et AQM , P’AG et GAQ, le point M’
tombera sur le point M ; la ligne MM’ sera perpendiculaire a la
ligne AG, et les deux points M,M’ ainsi que tous les autres points
de la courbe, seront deux a deux sur des droites perpendiculaires
a la ligne AG et  égale distance de cette droite.

Lorsquedans une équation , il y a des termes non symétriques,
parce que les coefficiens de deux termes qui le seraient sans cela,
sont différens, on peut faire disparaitre cette asymétrie de deux
maniéres , soit en faisant évanouir ces deux termes, soit en ren-
dant leurs coefficiens égaux par la méme transformation qui au-
rait servi a les faire évanouir,quand cela n’est pas possible, parce
qu’on serait conduit a des résultats infinis ou imaginaires. En
changeant l'origine et la direction des axes, I'on a quatre indé-
terminées dont on peut se servir pour faire disparaitre ou rendre
symétriques les termes qui ne le sont pas.

Soit, entre des coordonnées rectangulaires, 1'équation géné-
rale du second degré '

Ay’ +Bry +C2’ + Dy +Ez +F=0 . . . (1)

A étant positif. Si cette équation était donnée entre des axes
obliques faisant un angle 4, on commencerait par les rendre rec-
tangulaires, en posant

Si A n’était pas positif, un changerait tous les signes.

L'équation (1) a deux termes symétriques Bzy et F , et quatre
asymétriques Ay®’, Cz?, By et Ez. Le cas le plus favorable est
celui ou ces derniers termes peuvent s’évanouir tous les quatre :
ce qui donne quatre conditions qui déterminent les coordon-
nées a, b de la nouvelle origine et les angles « et &’ relatifs a la
direction des nouveaux axes. Quand les termes asymétriques du
premier degre peuvent s’évanouir, mais non ceux du second; en
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les faisant disparaitre , on a les mémes valeurs de a etde b ; puis,
on a une relation entre ' et 2 qui rend symétriques les termes
du second degré ; et comme cela ne donne qu’une condition, on
peut encore faire évanouir un des deux termes symétriques pour
simplifier I’équation. Enfin,, quand on ne peut rendre nuls ni les
termes asymétriques du premier degré , ni ceux du second, on
les rend symétriques : ce qui ne fournit que trois conditions;
Pangle &' — « des nouveaux axes reste arbitraire, et I'équation
réduite a lieu pour une infinité de systémes d’axes qui donnent
tous identiquement la méme courbe. Les trois cas dont nous ve-
nons de parler répondent aux trois esptces de courbes du second
degré, et conduisent pour chacune & la forme d’équation la plus
simple et surtout a celle qui donne le mode le plus facile de
description par points.

Reprenons I'équation (1) et faisons 2=2"+-a, y=y  + b; ce
qui transportera l'origine au point (#==a, y=>b); en substituant
on trouve

Ay”+ Br'y’'+ Cz’* 4+ 2Ab|y’ +Bb | '+ AD®
~+ Ba +2Ca| -+Bab
+ D +E +Ca® —o0(2)
+Db
+Ea
+F

Pour faire disparaitre les termes asymétriques qui renferment
y’ et ' & la premiére puissance , il faut poser

2Ab+Ba + D=o,

Bb +2Ca+E=o; 6 @ w3 o« e )
d’ou .
9AE — BD
*="B —ac’ -
s m N ()
~ B*— 4AC’

- Cette transformation sera impossible si B> — 4AC=o0; dans tout
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autre cas, la courbe se trouve ramenée a la forme
Ay’ + B2’y +-Cs” +Fe=0. . . . ()

L’on peut calculer facilement F’ : en effet ,si nous multiplions la
premiére des équations (3) par b et la seconde par a, et que nous
les ajoutions, nous aurons

Db + Ea

Ab? 4+ Bab + Ca* = — T 1

Db + Ea
_2——;

ou

Ab* 4+ Bab +- Ca* + Db + Ea =
les deux équations (4)-donnent

Db + Ea CD* + AE*— BED

_

2 B*—4AC ’

donc enfin
CD? 4- AE*— BDE

F —F
T T B —iAC

Changeons maintenant la direction des axes au moyen des for-
mules connues,

y' =y" sin. & + 7" sin. a,

&' =1y" cos.a’ + %" cos. a3

I'équation (5) devient alors :

Asin.? ' y"'*+2Asin.a sin.a’ [z"y" +-Asina |2+ F
+Bsin. a’ cos.a’| <+ Bsin.a cos.a’| +Bsin.acos.a 8)
’ =0.
+Ccos.” o’ -+ Bsin.d’cos.a | +Ccos.’a (
+2C cos. ' cos.a
Pour faire disparaitre y''* et z”’?, il faut poser
A 8in.? &’ 4+ Bsin. 2’ cos. 2’ 4+ Ccos.’ 2’ =0,

)

Asin.’a + Bsin.z cos.a + Ccos.’a =o0;

ou bien
A tang.” &' + Btang.2’ +~ C=o,
Atang.? 2 + Btang.z + C=o;



04 CORRESPONDANCE

de sorte que « et &’ sont les deux racines de I'équation

2 B C
m- 4 -A—m - X =0,
d’ou
) A i C
tang. « —+ tang, a = — —ﬁ , lang. a tang. a =.I 3

de plus, comme les deux racines de cette équation

— B VB —J4AC
24

m —

ne seront réelles qu'autant que B? — 4AC sera positif et plus grand
que zéro , ce n'est que dans ce dernier cas que la transforma-
tion dont nous parlons, pourra s’effectuer et que l'on réduira

I'équation (1) a la forme

Boy + F=0. . . . . - . (8)

On peut déterminer graphiquement la position des nouveaux
axes. En effet, soit A’ la nouvelle origine. Prenons sur I'horizon-
tale passant par A’, une longueur A’K = 2A et sur la verticale
passant par K une autre longueur KH = B, et sur cette méme
verticale prenons a partir de H deux parties HG, HG" égales
toutes deux a VB> — 4AC; en menant les droites A'G, A'G’,
ce seront les nouveaux axes des z et des y cherchés. Car on a

KH 4+-H'G — B V' B —4AC
—t = 3

tang. « = — tang. GA'’K =

AR 2A
, GK — B+ V/B*—4AC
tango 69 = — =
N 2A

Nous venons de voir que I'équation de la courbe est alors
Ff

B2y + F =o, Ty =—s

N\
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mais
B'=cos. a’ cos. a[2A tang. a tang. '+ B(tang. « + tang. a’ ) +2C]

b}

= C0S. a’ CO0S. & (

4AC—D°
)

et par conséquent, 'équation de la courbe devient

AF’
cos. «’ cos. a (B*—4AC)

(9)

Iy =

Quant a 'angle des nouveaux axes, on a, en nommant cet an-
gle 4,

tang. a’'—tang. « Ty B~ 4AC

s B = U (o —a) et 1 4+ tang. z tang. a’ A+-C
Cette transformation n'est possible , comme nous I'avons déja vu,
qu'antant que B* — 4AC est plus grand que zéro; en outre,
d’aprés la construction ci-dessus, cos. « et cos. ' étant de méme
signe , le produit cos. &’ cos. z sera toujours positif; A est positif
par hypothése : par conséquent , dans I'équation (9) de la courbe,
le produit des deux coordonnées sera toujours de méme signe
que F’, de sorte que si F’ est positif, z, y devront étre tous deux
de méme signe, et la courbe sera composée de deux branches
parfaitement égales et symétriques situées dans les angles Y’A'X’,
Y’A’X”. Si au contraire F’ était négatif, z et y devraient étre
de signes contraires et la courbe serait située symétriquement
dans les angles Y'A’X"”, Y'A'X".

Dans l'angle Y’A’X’, on devra prendre les deux cosinus posi-
tifs, ce qui donnera

, 1 1 1
C0s.2 Ccos.a= X ==

V i+tang.’s” Vl+tang.’a V l+tang.’d’+tang.’a+tang.*atang.’s’

1 A
1)? + (tang.o'+tang.a)* V/(C—A)+1*

b}

o V/(tang.a'tang.a
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ce qui changera I'équation (9) cn

oy FFV(C—A)'+B*
Y= ""p_sac

N ¢ [ 1)

valeur absolue, mais dont le signe serait incertain sans le rai-
sonnement précédent. Cette équatiom se construit aisément,
parce que g == == r, y===kr, donnent deux points de la courbe,
les deux sommets, et qu'on en trouve alors tant d’autres qu’on
veut par le procédé connu.

Quand B* — 4AC <o, ce qui suppose A et C de méme signe,
il faut recourir a une autre transformation qui consiste a rendre
I'équation symétrique , en égalant les coefficiens des carrés z” et
y?, et a faire disparaitre le terme zy. Pour cela, il faut poser
dans I'équation (6),

9A sin.a sin. «’+Bsin. 2 cos.a’4 B sin. 2 cos. 2’+2C cos. &' cos.a=0,
ce qui revient a faire

2A tang. « tang. «’ + B(tang. « +tang. a’) +-2C=0; (11)
et de plus, il faut que

A sin.? &’ 4B sin. a’ cos. a’ +Ccos.? &’ = G=0G sin.”a’+G co0s.”’a’,
Asinz +B sin.z cos. « +Ccos.’ 2 = G=G sin.”a’+G cos.’z 5

d’ou 'on tire

(A—G)tang.” ' + B tang. 2’ + C— G =o, g
(A—G) tang.’z 4+ Btang. &’ +- C—G =03 = {13

Ainsi tang. «' et tang. z sont les deux racines de I'équation

m* 4 > m 4 C—_—E =0
A—G A—G ?
d’ou
B C—G

tang. a’ + tang. & = — y tang. &’ tang. a = ——;

A—G A—G’
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ces valeurs étant substituées dans I'équation (11), donnent

4AC — B
2(A+-C)

et I'équation de la courbe devient alors :

G(z’+y) + F =o,
oun
2F'(A+C)

e _p = ¢ & ® (13)

2y =—

Il est bien facile de la constraire, en inclinant les ordonnées du
cercle dont le rayon est r, parallélement aux nouveaux axes.

Ayant construit G = ;:f—“:::; , on s'en servira: 1° pour con-
struire r = — 2— y qui ne sera réel que quand
F—F CD* 4+ AE*— BDE
=F 4

B*—4AC

sera négatif , c’est-a-dire de signe contraire a A et a C; 2° pour
trouver tang. «' et tang. «, en construisant les deux racines de
I’équation :
T
R e e s s B

Il est bon de remarquer que dans l'ellipse représentée par
I’équation (13) comme dans I'hyperbole représentée par I'équa-
tion (10),

tang. (a'+a)=— 1—!-3_—6;
mais dans la seconde,
tang. (#—a) = =+ V' B*—4AC
A+C
o8, (&'—z)= A+C
V' (A—C)*+B*

Tox. X. 7
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et dans la premiére

tang.(a'~ a)=+ o8
. (A—C)"+-B*

VA +p
A+C

cos. (&' —a)== | .

valeur inverse de celle qui convient a 'hyperbole.

Quand B* — 4JAC==0, les termes en y’ et 2z’ ne peuvent plus
s'évanouir a la fois, non plus que les termes en 2’ et y'*, parce
que I'on aurait tang. «’ = tang. «, ce qui ne se peut ; voyons dans
quel cas on pourrait les rendre symétriques par le simple chan-
gement des axes. Reprenons I'équation (1)

Ay’ + Bzy +-C2* + Dy + Ez 4 F=o0;
et faisons
y=1y sin. a’ 4+ 2’ sin. &,
2 =1y cos.a’ + 7’ cos. z;

cette équation devient alors ;

Asin?a’ ¥34-2Asin.zsin. @' |z'y'4-Asin3a  |2'34-D sin. &' |y/+Dsin. 2 | 2’+-F
—+Bsin #’'cos. 4’| -+ Bsin.Zcos.&’| ~-Bsin.acos.a| --Ecos.a'| +Ecos a —dt
~+Ccos.3a’ + Bsin.a’cos. x| +Ccos.2z T
‘ ~+2Ccos.2’cos. z

et il faut que 'on ait a la fois
Asin.’a’+ Bsin.a'cos. &'+ Ccos.’a’= A sin.’a + Bsin.xcos. s+ C cos.’ 14
Dsin.a’ 4+ Ecos.a’=Dsin.a + Ecos.«; (L)

ou bien, puisque B*— 4AC =0,

o :
Asin.a’+—2- cos. &' ==+ (A sin. « gcos. a) ;; (15)
D sin. &’ + E cos. 2’ = D sin. 2 + E cos. a.




MATHEMATIQUE ET PHYSIQUE. 99
Mais les formules connues de trigonométrie

. . & —a . 2 4a
€08, a — C08. &’ = 2 sin. sin.

2 2

a —a & 4+ a
cos. ,
2
r

Zd 4+ a & —a
COS.

8in.a’ — sin. « = 2 sin.

sin. &’ + sin. 2 = 2 sin.

)

; a 4+ a ad—a
C08. a’ 4+ Cos. a = 2 cos. — cos,

: |
a

donnent les relations suivantes :

COS. a — CO0S. 2’ ad +a

= = —— tﬁﬂg‘. ?
8in. &' — sin. a 2
ot i ¥ & ‘s (16)

sin. 2’ + sin, « a 4+ 2
= tang-

Cco8. &’ -+ €08, a

En vertu de ces équations, la premiére des équations (15) donne ,
en prenant le signe + ,

2A a4+ a

513 = tang, =—,
et en prenant le signe —,

B tan a+a

20 = ’
la seconde des équations (18) donne

D " & + a

-— == tang. .

E g

De la, on tire les deux équations de condition :

2AE—BD — o,
MAD4BE—o {* * ¢+ ¢ - - (7)

ou
BE —2CD =o;
2CE + BD==o;
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En géunéral, on n'aura entre les coefficiens de I'équation (1) ni
I'une ni l'autre de ces relations ; mais en changeant l'origine, on
-pourra, au moyen des deux indéterminées a et b, en établir une,
et en méme temps faire disparaitre le terme tout connu pour
simplifier 'équation. Elle se trouvera alors préparée de maniére
qu'en la rendant symétrique par rapport aux termes qui con-
tiennent les carrés des inconnues, elle le deviendra en méme
temps par rapport aux termes du premier degré.

Lorsqu’on fait ' = 2” +a, y'=y"’ +b, il faut dans I'équa-
tion transformée et dans les équations (17), changer D et E en
D' et E’, en posant

D) =2Ab 4+ Ba + D,
E=2Ca +Bb+E,|\" * " ° ° (18)

en vertu de la premiére des équations de condition (17), I'on
obtient pour a et b

BD — 2AE BE — 2CD

*=ac—B "= Cc—p’

valeurs infinies , et qui deviennent indéterminées quand
BD — 2AE = 0. On ne peut donc établir cette équation de con-
dition entre les coefficiens, au moyen d’'un simple changement
de coordonnées, En vertu de la seconde équation de condition
2AD + BE=o0, et de son équivalente 2CE -+ BD =0, on obtient
facilement '

2AD + BE
2Ab + Ba = — ———-——2(A+C) 3 -
2CE + BD I
2Ca + Bb= — m -
au moyen de ces valeurs , les équations (18) deviennent
o _ 2CD—BE
2(A+-C)
o — 2AE—BD = = (%)

T 3(A+C)
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Les équations (19) donnent, en multipliant la premidre par b et
la seconde par a et en les ajoutant

AB* + Bab + Ca® — — D(2AB -+ Ba) + E(2Ca + Bb)

4(A+C)
__AD?* 4 BDE + CE*
o HA+C)
par conséquent
D:l 2
F'=Ab"+ Bab + Cs* + Db 4+ Ea +F = AD" + BDE + CE s

AA+C)
Db+ Ea+F . (21)

Nous avons vu plus haut que, pour rendre I'équation symétrique,
il suffisait que 'on et entre a et b la relation

2AD + BE
2Ab+ Bt = — ————;
=T )
si donc on transporte 'origine en un point de la droite dont
’équation est celle que nous venons d'écrire , ou bien encore la
suivante :

2CE + BD
20 +Bb = — ————
=T a0’
la condition 2AD’ + BE’ = o sera satisfaite et la symétrie aura
lieu. Si, de plus, on construit une seconde droite dont I'équa-
tion soit

AD* 4+ BDE + CE?
— — — F
Db + Ea WA+ C) .

elle ira couper la premiére en un point pour lequel , quand on y
place l'origine des coordonnées, F' =o.
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L’équation de la courbe rapportée a cette nouvelle origine et
aux nouveaux axes sera

[(Asin .. 0s.a’ \y Asi 2 o )x’] ,
. '-C - §1 . — S.
a+2 a)y+( na+2c a.' —o (22)

+A(D'sin. &' +E' cos.a’) y’'+ A(D'sin.a +E’ cos. z)z’

et comme
. & 4a
sin.
B D 2
9A K +a’
coSs.
2
il vient
’ /
. & 4a . d4a
B A sin. E’sin.
- — D =2 .
2 & +a’ & +a’
cos. Cos.
2
on a de plus, en faisant
a4+ a a—a
2 . B’ 2 ] y;
- ’ B ’ . B
H===Asm.a+-§cos.a = — Asm.a-;--é cos. z } 3
en prenant la premiére valeur de H, on a
. a'+a ., d4a , . &4
Asin, %) sin.z cos. — C0S.4’ sin.
H=Asin.a'— — 0082 ==A -
a+a a 4+ a
cos. 5 COs.
a—a
sin. ( 3 ) .
sin. o
I=A P S A .
a -+ a cos. B
Cos.

2
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On parviendrait & la méme expression, en posant

. d4a
slnl
. B .
H=—Asin.a—_cos.a=—Asin.a+A————— ¢os.
2 a -+ a
Cos,
’ r
., & 4a . a 4+ a
Sln. 003. d——SIll.CCOS.
(——] A R M
a +ca
COSs.
2
. d—a
sin. " sin o
H —_ A ———T_—= A . . . . . . . . . (23)
LB cos. 3
COs.

Faisons d’une autre part

K=D'sin.a’ + E’ cos, «' =D’ sin. a + E’ cos. a;

on aura :
r r
. - a—+a , &
E’sin.a’sin. cos.a’cos. sm.z’sm.—;—'f
K= - +FE'cos. a'==F’
a +a a 4+ a
cos. 3 cos.
d —a
CO0s, o
2 :
K=F’ = R < - (24)
ad + a cos. 3
CO8s.

A
COs8., B= VA_-{—(.; . . . . . . (25)

En substituant dans 'équation (22), on trouve

E’ cos,
VA" +AG sin’

(y—2)+ :(y'+x’)=o. . (26)



