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§. L ANALYSE ET GEOMETRIE.

PROBLEME. . - .

Des jours de l ‘année ois le temps vrai estégal an Yemps moyen;
" - par M. Hachette.” 5

Ayant supposé que l'inclinaison de lécliptique par rappore
é Z’éqnateurz la .s':gfzére céleste, étoit la seulf c‘Z:;.rf d’inégzii:é '

du temps vrai et du temps moyen , on a demandé les jours de
" T'année pour lesquels ces temps sont égaiix ? ( P oyez la Corres-
pondance ,n°. &, pag. 83.) - S ;

La plugart de ceux qui prendront quelque intérét & la solution
de ce probléme, auront lu le Systéme du Monde de M. Laplace,
ou les Elémens d’Astronomie de M. Biot; néanmoins il suffira, -
pour entendre cette solution , d’avoir, sur la sphere céleste, les
connojssances que l'on trouve dans la plupart des géographies,
et que nous allons rappeler le plus brievement possible.

On suppose que la terre est sphérique ,qu’elle est animée de '
deux thonvemens de rotation, l'un autour d’un axe passant par
son centre, et que par cette raison on nomme son a¥e, l'autre -
autour d'une droite menge par te centre du soleil. Le cercle dé~ .
crit par le centrede la terre autour du soleil se nomme ecliptique ; .

(1) Deuxitme &ditiod , avrd 1810. " .
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.Question dont la solution sera utile, & la.coupe des pwrres ot &
qualques quesfmns de COHMI’UCHO«H& nauhques.

" Voici ehcore un résu'hat almp'e et génér‘al ot

Qu. dn ¢o ncawe une .rmfacc dévelo ppabte arbitrairements cir-
co nscrite. aung sur, rface quelcanqm:, que par un des. pom:.! dela
_qp p(lfp de contact,on méne deux plans normaux , l'un qm SGEL
nt.a fg.courbe dg w(:tact , & @utre qui soit tarzgent a V'aréte
nl%brd‘ussement de la surface dévelo,vpalde, etdéterminons au
oint donné les rayons de courburs de.r intersections de ces
plans et dela .riZ‘ucc primitive.. T

Enfin, supposons yue la céurbe Wb* corttact pa.r.mnt toujours
parle le point_dorné varie d’une mamera quclcanque ,"les deux
rayons de courbure ckangerorzt a-la-fois de grawdeur; mais
ddneitous les 'clmnga‘men.r gu tlb‘ep’vﬂvemnt leur somme
resierala méme, | = . ey

f

- baa .

Ce serala .ronime de.f deux rayons de courbure de Za .mrfaee. .

Quamf I% douat Bousbiires dela .rwy‘?zce seront de signes ¢on~-
traires, l'un des rayons devenant négatif , ce sera la différence
des rayons des sections qui sera constahte et égale a la dﬂe—
rence.des deux rayons de caur&ur\edé ko surface. -

- Ces Jeux sections tormales qui Tpumlsseht les ray rons de cour-
bure dont la somme oula différence €si cellé des r ons mémes
de la smfag.e »$00t trés-remarquables , et leur considération jette
beaucoup de jour sur la nature de la courbure des surfaces et les
Mones quii en\dépendent. S .
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DEMONSTBATION DE ;.Een,rrﬁ DE VOLUME DES poLYﬂbnEs

v ' sYMéTMQUEs H

b«

 Par M. .d..m'zxs repemem“de,mm;lzemaaque: ol .'Ecoia .
Polyteckmque.

Lorsque 'on consrﬂére a+la-fois les trois dimensions del’éten-
due, on rencontre une diffical¢é: qui-n’a riep d'analogue dans la
géométrie plane. et qui résulte e ce-que deux; corps - peuvent
avoir les mémes cotés. et les mémes angles disposés de la méme
maniere, sans’s é'tensre dans le méme sens; ce qui ne permet

pas de les superposer , quoiqu’ils soient égaux dans toutes leurs
parlnes M. ]E: endre & nommé corps symétrigues ceux qui se
trouvent dahs ce cas. Il en a le premier développé la théorie, et

- adémontré dans les notes’ de la seconde édition de sa G€oméirie ,
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" I'égalité de volume des deux tétraddres, et par conséquent de
deux polyédres symétriques quelconques. Cette déthonstration:
repose sur I'égalité des sphéres circonscrites A ces tétraédres, et
sur leur décomposition en douze pyramides triangulaires. Il 1'a
jugée lui-méme trop compliquée pour trouver place dans les élé-
mens, quoiqde I'on ne puisse cendre complettes, sans son secoars,
les démonstrations relatives a"la mésure des polyzdres, qui ‘re-

osent toutes sur la détermination du volume du'prisme triangu=

aire considéré comme la moiti€ d’un parallélipipede. Pour mettre
ces démonstrations & I'abri‘de foute difficulté; je chercherai
d’abord 4 prouver I'égalité de volume de- deux -prismes symé-
iriques, et je disquon pourrait facilement: ¥ parvenirt ¢'uneé ma-
nigre analogue a celle dont on démontre. la méme égalité entre -
deux parallélipipedes de méme base et de. méme hauteur. Des-
lors {es démonstrations relatives i la mesure des prismes ne
laissoient plus rien a desirer ; mais il me sembloit-que la propo-
sition générale sur le volume des polyedres symé_triqu'es 4 _3uoique

.moins nécessaire a Penchainement des propositions dont se
compose la géomeétrie a trois dimensians,. devoit aussi fixer
Tattention des mathématicjeps. Je.la dgdujsis de l'égalité-de
volume des prismes symétriques, et dlant-subcessivement une
méme lp_yramide quadrangulaire de deux prismes triangulaires
€quivalens 3 la moitié d’'un méme parallélipipede, et en faisant
voir gue les restes étoient deux tétraddres symétriques. Le mé-
moire qui contenoitces deux démonstrations, telles a-peu-pres que
je les donne ici, fut présenté a 1*Académie de. Lyon, dans le
courant de I'an 180:1. é’uelques anngesapres, M. Fournier, éleve
de I’Ecole centrale des Qualre‘Nalions , trouva, en suivant une
marche semblable 4 la mienne, la démonsiration de I'égalité de
volume des deux prismes triangulaires que donne up parallélipi-
‘pede coupé par un plan diagonal. Il nes’occupa pas de la question
générale » parce qu’il ne se proposoit que de faire disparoitre la

hiculté qui se trouvoit encore dans les élémens, relativement &
la mesure des prismes.. Le résultat de son travail se trouve dans
une note de la troisiéme édition'de la Géoméjrie de M. Lacroix.
J’ai cru devair donner ici.la-démionstration du théoréme général
sur le volume des polyedres syméiviques, espérant que les géo-
metres verroient peut-étre avec quelque plaisirla théorie de ces
corps dégagée de l'obscurité gu'elle pouvoit encore piésenter, et
la démonstration de I'égalité da volume de ‘deux polyetires
métriques déduite sans décomposition trop compliquée, decelle

e polyodves superposables. . . - - '
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*  Taéonime I".
Deowx prismes symétrigues sont e'qm‘valen;:.

. DEm. Soitleprisme ABCDEFGHIK (fig.6). Aprésen avoir
. prolongé les arétes paralleles vers L, M, N, O, P, et avoir
~ mené un plan XY, perpendiculaire d ces arétes, 3i 'on prend

=fA, gM = gB, ecc.
% =/fF ,, &R = gG: etc.

on obtiendra le prisme symétrique LMNOPQRSTU. Si l'on
prend ensuite, de part et d’autre du glan XY, fl et fa égalesaux
arétes da prisme donné, et qu'on meéne les plans abede, Imnop,
paralléles & X7, on aura deux prismes droits, adcdefghik,
Jekikimrop, qui non-seulement auront toutes leurs arétes et tous
leurs angles égaux, mais seront superposables et par conséquent
égaux en volume, comme on le voit en plagant la base fghik du
)premier sur la base /mnop du second, car les arétes perpendicu-

aires A ces bases se cgnfondant et étant de la méme longueur,
P'autre base abcde se confondra aussi avec fghik: ce qui dé-
montre la ceincidence complette des deux prismes.

Ilen seroit de méme, en général, de deux prismes droits
quelconques. ;

Ce gue nous disons Yes deux prismés que nous venons de
considérer, pouvant toujours leur étre appliqué , il s’ensuit qu’ils
ng peuvent avoir les arétes et les angles égaux sans étre superpo-
~ sables. Reste donc & démontrer 1'égalité de volume des deux
" prismes / BCDEFGHIK, LMNOFPQRSTU, dans le cas ou
ils sont obliques , et ne peuvent par conséquent étre superposés.

Des prismes tronqués 4 BCDEabcde , FGHIK fghik, sont

€gaux et superposables; caren plagant la base adede sur son égale

Sghik, les arétes perpendiculaires & ces bases prendront ces
mémes directions et serontde méme longueur, puisqu’ona :

As = Af — fa= Af — AF=Ff,
_ Bb = Bg—bg= Bg— BG=Gg, elc.
~ Maisen 6tant successivement ces deux prismes tronqués de
A BCD Efghik , il reste d’une part le prisme droit adcdefghik,

de l'autre le prisme oblique 4 BCDEF GHIK : ces deux prismes
sont donc équivhlens. -

On démontrera de méme que le prisme droit IMnOPfg’;ﬂ' est
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équivalent au prisme oblique LM_NOP&RSTU ; nous venons

de voir, d’ailleurs, qpe-les-deux prismes-droits sont égeux : ainsi
les deux prismes obliques sont équivalens.

Corollaire. Sil'on partage un parallélipipéde en deux prismes
" triangulaires par un p pn,cﬁagonal, ces deux prismes seront s

métriques; ils seront dong, d'aprés la. démonastration précédente,
équivalens entre-eux, et par conséquent & la moitié du parallé-
lipipede. Cette proposition est, comume on sait, la base de toute
la LEéori'e de la mesure des prismes; qui se trouve ainsi & 'abri
. de toute difficulté. o : C

. Toongme IT '

Deuzx tétraédres symétrigues sont équivalens.

D#u. Soit le tétraedre .4 BCD (fig.7.); supposons qu'on en
Froldnge les faces CAB, DA B, velgsyE et F.de-mnguére
es figures CAER, DAFB, soient des pamaliélogrammes,; et
qu'on achéve le tétratdre .4 BET, il sera symétrique 3 4BCD,
parce que les deux faces S4B, FAB seront respectivement
égnlesa CAB, D.4 B, avec lésquelles elles forment des paral-
lélogrammes ; qu’elles seront également ‘inclinées; " et yue tes
trois angles qui se réuniss¢nt en B, dans le nquvenu tétraédre,
seront disposés en sens contraire des trois faces qui se réunissent
en A dans le tétraddre donné : tout tétraddre symétrique & celui-
.ci pourra donc étre superposé sur .4 BEF; etil ne s'agira plus
que de démontrer que ce tétraedre est équivalentd 4/ BCD. - -

. En achevant le parallélipipgde GHy dont CAEB, DAFB,
sont des plans diagonaux, les deux prismes triangulaires
CBEAGD, DBFAGE, seront, par le corollaire précédent,
équivalens 3 la moiti¢ du parallélipipede GH;.ils le seront
donc entre eux. Et comme én Stant de ces deux prismes
triangulaires la pyramide quadrangulsire commune 4 BEGD,
il reste d’une part le tétraedre 4BCD, de l'autre le tétraddre

symétrique 4 BEF; ces deux téiraedressontaussi équivalens. o

Corollaire. Deux polytdres symétriques quelconques pouvant
étre décomposés en un méme nombre deqtétraédgs respecti=
vement symétriques, il slensuit que ges polyeédres seront néces-
sairement équivalens; ce yue je m’étois proposé de démontrer-

-; ' - e : .



