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CONSIDERATIONS
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LA THEORIE MATHEMATIQUE

DU JEU.
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1. P LUSIEURS Kcrivains, parmi lesquels on doit distinguer le célébre
Dussaunlx , ont en recours 3 l'expérience pour prouver que ja passion du
jeu conduit ceux qui s’y livrent 2 une ruine inévitable. L’ensemble des
faits. quils omt réunis , suffit sans doute, pour comvaincre tout homme
impartial ; mais les joueurs y font peu d'attention, parce quils s'accoutument
2 ne voir que leffet du hasard dans les événemens les plus propres &
leur faire connaitre toute I'étendue des dangers ou ils se précipitent. Ces
évercmens feraient peui-étre plus d'impression sur leur esprit, si on leur
dcmontrait qu'ils doivent les considérer comme une suite necessaire de la
combinaison des chances, et qu'ils ne peuvent éviter les mémes malheurs
quen cessant de s’y exposer. Tel fut, sans doute, le motif qui engagea
I'illustre Buffon , cet auteur dont les erreurs mémes portent 'empreinte du
genie , a examiner cette question sous un point de vue purement mathé-
matique dane son essai d’arithmétique morale. . |

2. On trouve dans cet ouvrage des idées qui auraient dit conduire l'auteur
aux vrais principes de la théorie générale du jeu, qu’on ne deit point confondre
avec la theorie des différens jeux considérés chacunen particulier, Celle-ci a €te
I'objet des recherches d’'un grand nombre de Mathématiciens, qui lui ont donné
toute la perfection dont elle etait susceptible: la premiere ne me parait
avoir éte soupconnée que par Buffon, Je crois indispensable de citer ici
quelques passages , ol il pose les premiers fondemens de cette mnouvelle
théorie , de la maniére la plas claire et la plus précise. « On sait en
». générai que le jeu est une passion avide dont Fhabitude est ruineuse,
~» .mais cette verité n'a peut-étre jamais été démontrée que par une triste
» experience , sur laquelle or a’a pas assez réfléchi pour se corriger par
» la conviction. Un joueur dont la Fortune exposée chaque iti.!r aux ceups
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» du hasard , se mine peu a2 peu, et se trouve enfin nécessairement
» deétruite , n'atinbue ses pertes qua ce méme hasard quil accuse d'in-
JUSEICE « 4 ¢ v v v s e e et e e ... . . dans son désespoir il sen
prend a son étoile malheureuse ; il n'imagine pas que cette aveugle
» puissance , la lortune du jeu, marche & la vérité d'un pas indifférent et
» incertain , mais qua chaque démarche elle tend néanmoins 4 un but, et
» tire & un terme certain, qui est la ruine de ceux qui la tentent. 1l ne
» voit pas que l'indifférence apparente quelle a pour le bien et pour le
» mal, produit avec le temps la nécessité du mal; qu'une longue suite de
» hasards est une chaine fatale dont le prolongement améne le malheur » *,

v o

3. 1l est impossible de faire un exposé plus éloquent et plus exact des
principes qui servent de base a la théorie que nous examinons ; et si 'Au-
teur en ciit, a aide du calcul, développé toutes les conséquences, le mémoire
que je presente au public navrait plus d'objet. Mais bientot il abandonne
ses premieres 1dées pour se jeter dans des hypothéses qui leur sont éiran-
géres , et se livrant tout-a-coup a de nouvelles considérations , il cherche
seulement 3 prouver que deux joueurs également riches , qui jouent la
moitie de leur fortune, diminuent chacun cette fortune d'un douzieme, J'avoue
que la somme quon hasarde au jen, produit en général moins d'avantages
3 celul qui la gagne, que de privations & celui qui la perd: mais je ne
crois pas que cette ditférence €tablisse entre la valeur réelle de la somme
perdue , et celle de la somme gagnée, qui lui est numériquement égale , le
rapport de la moiné au tiers de la fortune de chaque jouweur, plutét que
tout autre rapport. Comme sl €était possible d'évaluer ce qui dépend des
besoins de chaque joueur , de son etat, du rang quil tient dans la sociéié,
et des circonstances ou il se trouve.

4. Lors méme qu'on pourrzit -déterminer exactement cette différence, on
ne devrait en tenir aucun compte dans un calcul ol il s'agirait d’expliquer
comment une longue suite de hasards.est une chaine fatale gqui entraine
neécessairement au malheur, puisque les sommes perdues n’approchent pas
plus la ruine du joveur que les sommes ga%nées ne l'éloignent , et que les
effets qui en résultent se détruisent mutuellement quand ces sommes sont
€gales.

5. Je me suis donc décidé i ne faire entrer dans le calcul que les valeurs
absolues des sommes jouées, comame on le fait constamment dans la théorie
ordinaire ‘des probabilités : yai trouvé de cette maniere des résultats assez
différens d= ceux de Buffon, mais sur lesquels je ne crois pas que les
démonstrations suivantes puissent laisser le moindre doute. Jai banni de ces
démonstrations les méthodes d'induction, dont on fait, 2 ce qu’il semble,
trop d’usage dans la théorie des probabilités , et dans celle des séries; le désir
de n'y employer que des preuves directes , m'a obligé d'avoir recours a des
formules que je crois nouvelles, et qu'on nouvera dans ce mémoire. Ces

* Essai d'axithm. morale , ayt. XIlL
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formules pourront devenir trés-utiles pour différentes recherches de ealcul;
¢lles paraissent sur-tout propres i fournir les moyens les plus simples et
les plus directs qu'on puisse employer pour démontrer plusieurs théorémes
importans,, qui ne l'ont point encore €te¢ complettement *.

6. Voici les principaux résultats auxquels jai été conduit , et dont la
démonstration est 'objet de ce meémoire : 19. en ecartant les considerations
morales qui font varier la valeur de l'argent, suivant les circonstances ol se
trouvent les joueurs , il ne saurait y avoir aucin désavantage i jouer a f[jeu
égal contre un adversaire égaiement riche , puisque I'un ne peut rien perdre
que l'autre ne gagne, et que tout est égal de part et dautre; 2°. la méme
chose a lieu entre ‘deux joueurs, de fortunes inégales , s'ils sont decides
a ne fcire qu'un nombre de -parties déterminé, et assez petit pour que ni
I'un ni P'autre ne puisse étre dans le cas de perdre tout ce quil possede;
3°. il n'en est pas de méme lorsqu’il s’agit d'un nombre indéfini de parties:
la possibilité de tenir le jeu plus long-temps, donne au plus riche des deux
joueuvrs un avantage d'autant plus grand qu’il y a plus de différence entre leurs
fortunes ; 4°. cet avantage deviendrait infini, si Pune des fortunes pouvait
Fétre , le joueur le moins riche serait alors siir de se ruiner, et cest pour
cela que c’est courir & une ruine certaine, que de jouer indifféremment
contre tous ceux qui se rencontrent dans la société: on doit en effet, dans

. la théorte, les considérer comme un seul adversaire dont la fortune serait infi-
' nie. Mais comme il en pourrait resulter quelqu’obscurité , je vais commencer
Far tratter ce cas independamment de celui ol I'on suppose que ce sont
es deux mémes joueurs qui jouent toujours l'un contre lautre; et pour ne
vien laisser 2 desirer a cet égard , jexaminerai d’abord ce qu'on doit entendre

dans la théorie des probabilités par la certitude morale, la seule dont il soit
1cl question.

7. En représentant , comme on le fait ordinairement, par l'unité la
. certitude absoluc, celle par exemple qui résulte d'une démonstration rigou-
; reuse , on pourra regarder comme une certitude morale toute fraction
| variable qui, sans devenir jamais égale 4 l'unité , peut en approcher d’assez
\prés pour surpascer toute fraction déterminée. Clest ainsi quun homme
-est moralement certain d’amener un sonnet en jour it toute sa vie au trice

trac, quoique la probabilité de cet événement ne soit que - au premier

36
1 74 ' | ' . 1 ' ,
coup , 745z dans les deux premiers coups ,— + E%E""?E%’EB dans les

trois premiers, et ainsi de suite : il est aisé de voir que ces différentes
sommes de probabilités , ne peuvent jamais devenir égales 3 l'unité . dont
celles approchent de plus en plus, jusqua n'en différer que d'une quantité
moindre que toute fraction donnée **, |

A

. y et ——

* Voyez Fappendice 4 la fin de ce mémoire.
) ** Cela se démontre immédiatement d I'aide de la formule que nous donnerons
-ci-apres (41), en y supposant g ==y7 » afin qu'on ait ;—-’-;-r—- 5, €t md :

e
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8. Toutes les fois que rien ne borne le nombre des coups ot un évé-
nement peut arriver , la probabilité de cet événement augmente nécessai-
rement avec le nombre des coups : mais d'aprés ce que nous venons de
dire, on doit sur-tout s’attacher a Aistinguer le cas ol cette augmentation
tend vers une limite determinée , de celui ol elle n’a point d'autre limite
que la certitude ; ce qui rend I'événement moralement certain , en sup-
posant toujours le nombre des coups indeterminé.

9. Le sujet que nous traitons peut fournir des exemples de Tun et de
Vautre cas : nous venons (7.) den indiquer un de celui ot la somme
des probakilites peut approcher de la certitude d'aussi pres que l'on veur
pour en donner un Ju cas ou cette somme ne peut augmenter qu'en
restant constamment au dessous d’une certaine limite , il suffit de consi-
dérer celui oit deux joueurs, egalement riches , jouent 2 jeu égal Fun
contre lautre , jusqua ce que lun d’eux soit ruine, |

g.a.

1o. 1l est aisé de voir que rien alors ne détermine le nombre des par-
ties que feront les deux joueurs , et que la probabilité que Pun d'eux se
ruinera , angmentera avec le nombre des parties , sans pouvoir cependant

surpasser jamais la limite <, puisque ce joueur ne peut se ruiner s'il arrive au

contraire qu’il ruine son adversaire , événement aussi probable que lautre,

lorsque tout , comme on le suppose ici , est égal entre les deux
joueurs. *

11. L’homme qui se livre & I'amour du jeu, ne met certainement aucune
borne au nombre des pasties qu’ll jouera ; il sait qu’il peut se ruiner, et
que la probabilite de cet e€vénement deviendra d’autant plus grande
qu’il jouera plus de parties ; il regarde cependant cette probabilité coi.me
assez pelite , pour ne devoir lui inspirer que de faibles inquiewdes ;
en sorte qu’il croit étre , a cet égard , dans le premier des deux cas
dont nous venons de parler , et dont il a un sentiment confus, sem-
blable & celui quont tous les joueurs des principaux points de la théorie .
des probabilites. Quel serait son étonnement , sl savait quil est au con-
traire dans le second , et que cette probabilité , bien-loin d’étre aussi
petite qu’il 'imagine , devient assez grande, apres un nombre suffisant de
parties , pour surpasser toute probabilité donnée ; la démonstration qu’on
trouvera ici de la vérité de cette assertion, repose sur une des proposi-
tions fondamentales de -la theéorie des séries , savoir: Qu'en sommant une
série convergente , dans la supposition que le nombre de ses termes est infini,
on trouve toujours une {imite dont les sommes formées des rermes consécuifs
de la méme série , peuvent approcher de maniére @ n'en différer - que dune

uantité moindre que toute quantité donnde. Je ne Fourrais m’occuper ici de
f’e'xamen- de cette proposition , admise par tous les mathématiciens , sans
sortir des bornes de mon sujet ; mais comme il me semble qu'il manque

— —

e i i St

* Ep appliquant 4 ce cas particu'ier les formules démontrées dans ce mémoire, nous
ferons voir ( 76. ) que z ¢st en effet la limite de cette probabilité,
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encore quelque chose aux démonstrations qu'on en a données jusqu'a pré-
sent, je renverrai a cet égard a un ovvragk sur les séries , auquel le
professeur de mathématiques de I'école centrale du département de I'Ain et
moi , travaillons de concert, et qui sera probablement bientét publié. On
trouvera dans cet ouvrage de nouvelles recherches sur difterens points
de la théorie des séries, et des démonsirations directes et géneérales des
théorémes qui en deépendent , particulierement de ceux qui n'ont €té encore
démontrés que d'une maniere vague , ou par induction,

12. Pour déterminer la limite des probabilites contraires au joueur,
dans le cas que nous examinons , il faut d'abord trouver le terme géne-
ral de la serie qui les comprend toutes, c’est-a-dire , la probabilité que
le joueur se ruinera & la derniere d'un nombre quelconque de pariies.
Supposouns, pour simplifier le calcul , que la somme jouce est la méme
3 chaque partie, et qu'elle est une aliquote exacte de la fortune qu'a
le joueur en entrant au jeu. Ces deux suppositions ne sont certainement

oint d'accord avec ce que font ordinzirement les joueurs; mais comme
fe calcul, si l'on ne les admetrait pas, serait trop compliqué pour qu'on
plt en tirer aucun résultat satisfaisant, il est dautant plus & propos de
les adopier que l'on peut toujours trouver une aliquete exacte de la foriune
du joweur , moindre que les différentes sommes quil risque a4 chaque
partie , et que si 'on démontre alors qu’il doit nécessairement se ruiner, on
pourra en conclure , & plus forte raison, quil se ruinera en hasardant 3
chaque partie des sommes pius considérables.

13. Représentons par m le nombre de fois que cette aliquote est contenue

~dans la fortune primitive du jouveur: pui.qu’il ne risque dans cette hypotése

que ;. de sa fortune i chaque partie, il est évident quil me pouwrra se

trouver yuiné avant la partie dont le rang est désigné par m : pour quil le
for en effet & cette partie , il faudrait quil la perdit aprés avoir perdu
toutes les précédentes ; s'il en gagne une et quiil perde toutes les autres,
il ne se trouvera ruiné quaprés m - 2 partics ; s’il en gagne une seconde,
il ne pourra plus I'étre quen en perdant m 4 2, ce qui suppose nécessai-
rement m - 4 parties ; et il.est ai.¢ de voir qu'en genéral p désignant un
nombre quelconque, il faudra pour qu’il ne reste rien au joueur que le
nombre de toutes les parties soit m <~ 2 p, le nombre des parrties qu'il gagne
P> et celui des parties quil perd m ~- p. : |

14. Soit ¢ : 1 le rapport qui se trouve 3 chaque partie entre les chances
qui sont favorables au joueur e. celles qui lui sont contraires, en sorte

que ¢ =1 quand il joue au pair, et qu'on ait par exemple ¢ == S S
d'apres la nature et les conditions du jeu, il doit gagner en géncral § par-
ties sur 11, La certitude étant a l'ordinaire représeniée par l'unité, la pro-

babilité que le joueur gagnera une partie, le sera par la fraction T:T} , et
la probabxhlié quil - la- perdra - par ;-:i_—-;- Si Toii veut avoir la probabilité
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que p parties gagnées , et m ~ p parties perdues se succéderont dans un

ordre déterminé , il faudra faire le produit de p facteurs egaux 2 T_—h ,
4 Y . P |
et de m —~ p facteurs égaux 3 —-— , ce qui donnera —4
1 +¢g (l___g)m'i' 2P

15. Cette probabilité est la méme pour tous les arrangemens qu'on peut
iaginer entre ces parties gagnées et perdues, et comme ils sont absolu-
ment independans les -uns des avtres , il est evident que la probabilité que
nous venons de trotver deit étre multipliee par le nombre de ces arrange-
mens , en observant de faire abstraction de cevux qui n'auraient nas permis
au joueur de parvenir & la partie que nous considérons, en le privamt de
toute sa fortune dés les parties précédentes. Soit m <4~ 2 r le rang d'une
de ces parties, r étant plus petit que p, il faudra rejeter tous les arran-
gemens de p parties gagnees, et de m =}~ p parties perdues, dont les m—-27
premieres partics renfermeraient »r parties gagnees , et m — r parties per-
dues , parce que ce sont précisement ces arrangemens qui auraient ruine
le joneur aprés m —~ 2 r parties.

i 6. Sans:cette condition le nombre des arrangemens serait

mt2p mpzp—x mt2p—2,  "‘fptr.
| 1 ) 2 3 p ? '
pour savoir ce quil devient dans le cas présent , exprimons en general par
‘A%’ le nombre des arrangemens d'un nombre quelconque z de parties,
qui aménent la ruine du joueur a la derniere de ces ¢ parties , sans l'avoir
amense i aucune des précédentes , les parentheses qui accompagnent le nom-
‘bre ¢+ servant a désigner que ce nombre doit €tre considére comme un in-
dice et non comme un exposant. D’apres cette notation le nombre dong

‘nous cherchons la valeur sera exprimé par A" ep AT genyd.
‘sentera le nombre des arrangemens de r parties gagneées, et de m -}~ r par-
‘ties perdues , qui auraient ruiné le joueur i une des parties précedentes, -
dont le rang est'en général désigné par m 4= 2 r, r étant toujours plus petit
que p.

17. Sil'on joint p — 7 parties gagneées, et autant de parties perdues, i cha-
-cun de ces derniers arrangemens , on en formera de p parties gagnées, et
.m 4 p parties perdues , qui devront étre retrancheés du nombre
m-2p m42p—1 m4-2p—2 . m-l-p+i-
| -— : ‘ — 2 . g et " '

_afin qu'aprés avoir donné & 7 toutes les valeurs possibles , en nombres en-
tiers, depuis r == o, jusqud r = p — 1, il ne reste que les amrangemens

‘ , ’ (mt2p) R
dont le nombre est désigneé par A .

L 3 »

18. Chacun des arrangemens dont nous venons de parler en donnera ce
cette maniére un nombre exprimeé par

2p——3r 2p-——2r—% 2p—2r—2 p—r+1 o
’ B

apuna AR A N IR B D B B LN N R I B i
£ 2 3

p=—r
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3 cause des 2 p — 2 r parties qu’il faut partager en deux groupes de p—17
parties chacun, On &aura denc
2p—2r 2p—2r—t 2p—z2r—2 ..
1 - 2 3 p—7
pour le nombre des arrangemens a retrancher.

19. Faisant successivement r =p-—1,r=p-—3, r==p—3,
etc. On trouvera pour les différentes valeurs de l'expression precedente,

a (mt2p—2) , 3 (m-_1-2P—4) 6 5.4 A_(m+=ﬁ'—t‘5‘) ote.
1 -9 42 1 3§ >
d'ou il sera ais¢ de conclure que
AT mdap mpaper . omibape2 mbptr
1 2 3 . p
_ap(mEmD) g g pHRETA) 6 b 4 pmhar—6)
3 | 1 3 1 2 3
2p—2r  2p—2r—1  2p—2r—2 p—ri A(""l'“)
——— --—I 2 ] 3 B B & —Pc--r etc.
On peut diviser en haut et en has par p—7 le terme
ap +27)
__2p=r, zp—armr azpmarma, porkr pTT
| 2 3 p—7

et faire une réduction analogue dans les termes précédens, qui sont de las
méme forme. On changera ainsi I'équation précedente en |

AT _md2p mt2p—y mtap—2 . mipt:

 { 2 2 ‘ P
(m42p=2) 3 ,{(mt2p—4) 3 4 ,(my2p=—6) -
— 2 4 —2 T A — 32 77 A — . e s

2P = 27==| "-z'p-—-zr-—-z 2p—2r=—3 p—r.1 ,(mt3r)

1 a 3 p—r—I

20. Pour avoir ‘une ‘valeur de¢ A*"**”’ indépendante des quantités

(m+t2p—~=2) (m+2p—4) (mp2p==b6) | (m+4-2r)
A 9 -A 3 A A * > etc."

On observera quele joueur ne peut se ruiner i la partie dont le rang est
designé par m 4 2 p, i moins que les m - 2 p — 1 parties precédentes
ne leussent reduit ‘i ‘navoir plus que -~ de sa forturie primitive, puisque
nous avons exprimé par cette fraction Ja somme ‘qu’il ‘joue i chaque partie.
11 est necessaire pour cela que sur ces m =2 p — 1. parties, il y_ -en ‘ait
P gagnees, et'm < p e 1 perdues. ‘On voit daillewss -que le nombre des

s ¢ * &
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arrangemens différens qu'on peut donner i ces parties, sans supposer qu'au-
cune d'elles ait ruiné le joueur , doit étre égal 2 celui des arrangemens
de p parties gagnees, et m - p parties perdues, dont le nombre est repre-

’ (m=2p) - »
sent¢ par A , puisque chacun de ceux -ci se forme d'un des pre-

miers, en y ajoutant une partie perdue. Tirons de cette consideration une

(mdap)

valeur de A que nous puissiens comparer avec la précédente.

21. Le nombre de tous les arrangemens qu’on peut faire avec m -2 p—1
parties, en les supposant. partagces en deux groupes, lun de p parties

L4

gagnees , et l'autre de m 4 p — 1 parties perdues, est en génera cgal a

mt2p—1 myzp—3 mt2p—3 ,  mtp
1 2 3 p °?

b

ou ce qui revient au meme a
mtp mt2p—1 mtzsp—z SR o B o 2

k| — o w = @ @

E 2 - 3
. e | | . (m-2p) P ‘
II ne s’agit donc plus pour avoir la valeur de A , que de soustraire
du nombre exprimé par cette formule , le nombre des arrangemens qui
auraient ruiné le joueur des les parties précédentes. Ceux-ci se forment

évidemment des arrangemens de # parties gagnées, et m - r pariies per-
(md=2r)
A

dues , dont le nombre est représenté par , en y joignant
2 p— 2r— 1 parties, dont p —7 gagnees, et p—r—1 perdues, ce
qui peut se faire de
. 2p-—-2r-—~1_zp—2r-——z.2p——_#r—3...".'

B Sz 3 p—r—1y
mani¢res différentes,

22. Bn raisonnant ici comme dans le calcul précedent, on verra que le
nombre total des arrangemens a retrancher, se trouvera en donuant suc-

cessivement 2 r toutes les valeurs possibles en nombres entiers, depuis
—p-—1, jusquid r==0, dans la formule
2p'—-2r—'-1 ' 2'p""zr'-—-j  2p—- zr-—:3 . .'-‘“ | p—,—r+1 (m+2r)
1 ) 2 , 3 p—r—I
Si l'on réunit ensuite tous les résultats ainsi obtenus, savoir :

A(m+z p—z)’~-§A(m+zP-4) 5 :;'A(m+7—p—6),etc.

-
L]

én aura
A ks mbapms mdspmi | wbedk
= 1 2 3 P
*—A(m-‘-”-ﬂ-—-ﬁ- %A<m+1p—4)__%.;§A{m+n—6)_ o
? . a . " * . . . L » " » Y ) » ® . e [ ]
Y [
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2p =2y 1 2p—2r z.ip-—zr-—-:i

| )
p—r—tr A{m+” — tC.

» T

T 1 2 3 p—r—1
En doublant tous les termes de cette equation , on trouve
(mt2p) — —2 m £
2A +P;’."""2-'m+.gp.———-—~—--—-—-m+2p I-m+ip e s 0 0 +p+
I 2 Y p
(md2p=—=2) , (me-2p~4) S . 4 (m+2p—6)_ L.
— 24 —21A —a5.4a

- . ] [ ] | a ] ] ] » . ]

—_—27r—1 2p_2r—2 :.'.p_.zr—3 p_,.r+1' (m42r)
 Peml—1

-—etc.

: 1 2
et en retranchant de cette derniére équation-celle que nous avons obtenue
précedemment

A(m-!,-zp) m4d2p mitzp—1 m-l-zp—z...'..m-l-p 41
S I 2 3 P
(m42p—2) (m42p—4) (m42p—06)
'——-2A ---231—A —'2'}.%A T . . -
2p—2r—2 2 23 ptrdr  mT2r)
—p2po2rot 2posred apoarsdopbrbr T g
2 3 p+r—1
al reste
A(”""”’)_ m m-t2p—~1 mdzp-—2 l.”.'m+p+,::1
_—T 2 ""_""3—_' P 2
(m+2p)

Cette valeur de A , remarquable par sa simplicité et son €légance,
aurait eté facile 4 trouver par induction , mais Janalyse précédente a l'a-
vantage de la douner d’'une maniere directe et generale.

23. La tormule que nous venons de trouver n'a pas lieu seulement i
Iégard des divers arrangemens quon peut donner ¥ m +-2 p parties, par-
tagees en deux groupes, conformément aux conditions de la question pré-
sente : elle pourrait avoir une infinité d'autres applications.- C’est elle , par
exemple, qui donnerait le nombre des différens produits de p lettres, qu'on
pourrait faire avec m — 2 p lettres , en s'astreignant & les ranger suivant
Pordre - alphabétiane, et 4 choisir la premiére lettre de chaque produit,
parmi les m premiéves , la seconde parmi les m -~ 2 premiéres lettres
la troisieme parmi les m —- 4 premiéres, et ainsi de suite. Je ne m’arréterai
pas & démontrer cette proposition dont on appercevra facilement la liaison
avec ce qui preécede, si l'on fait attention quil faut pour que le joueur ne
se ruine pas avant la partie dont le rang est m -2 p, qu’il gagne au mdins
une fois sur les m premitres parties , deux fois sur les m —- 2 premieres
parties , trois fois.sur les m —- 4 premidres, et.en general r fois sur les
m~—f~ 3 r == 2 premieres parties; csr sl ne gagnait que r~— 1 parties, il en

~ | “



( :0)
perdrait m —- r -1 , et se trouverait riine apres les m —}- 2 » — 2 panrties.
24. Le nombre ™., 7m 1+2P—1 m+2p—2 m4pt1
! 2 3 p
P lettres qui satisfont aux cenditions dont nous venons de parler, ne différe
du nombre total des mémes produits :

m—I-ZP Lot2pmt mtzpo2 o mtpd
2 * 3 P 2

qua Pégard du premier facteur, oli ie terme —~ 2 p manque ; ces condi-

tions restraignent donc le nombre de ces produiis Gans le rapport de m—-2p

a m. Il en resulte une nouvelle espece de combinaisons dont la considération

pourra de-venlr tres-utile aux progrés de la théorie des probabilités.

, des produits de

25. La série des mombres qu'on obtient en supposant successivement
p==¢, p==1, p==2, p==3, etC., et quon peut représenter par
(m) (m+2) {m+4) (m-Fa1p—4) (m+t2p-2) (m+2p)
| .A. s A b ) A , s e ¢ * 0 Jﬁ. 9 A 9 A

jouit de quelques proprietés remarquableb , qui dépendent d'une formule
geacrale dont nous allons nous occuper. Cette formule nous servira dans la
suite de cet ovvrage, & donner aux démenstrations une rigueur et une gene-
ralite qu’il serait peui-étre difficile d'obtenir autrement.

26, On a d’abord en transposant les termes

(mdap=—2) (m+42p -.--4)% (m+ﬂ"“53 |
. A — L1 A —£.2

- a ?
» v . - . . . . L » . * . L ’ . e . . L K. . * » o

2p—2r 2p—2r—1 2Zp=—2r=—2 p—r=t1 Afm+2r_)'

T T 2 ' 3 ' __ptr—ﬁ - ’.eFCQ

. R ;‘ - (m+2P) '
de la premiere valeur que nous avons trouves pour A lequatwn
(m42p) , J(mt2p—2) b3 (m4-2p=4) 6 5 4. (m+zp-6)_ -
AT p s A T kA +
.z'P:__zr 2p__.zr._1.p‘,p__..2rs__z .. +I ?'m+‘2?") L_
-} 2 R | P F +em"""

m-3|-2p m+z_p—_-: .m+2p-z'g..'_.ﬂ‘_;.'m+p+r I: ]
2 - 3 p

‘qui n'est quun cas pamculxer de la formum generase dont nous nous

occupons..
| . (m+ zp) i
zv. Pour obtemr cette formule , on substutuera a A | 8a valeur

“m me=2p—i m-—l—-'*r’-z ? | -.m‘+i~"+l T

— & [ ] —-l!li.llli_--—-nﬂﬂw-d-

, ’ RO
'y o . - | N v - . '
' Ll ! -+




(1)
et on aura en faisant passer dans le second membre le terme qui en
résuliera

g ,(mtzpem2) h.3 (m+zp—4). 6 5 4 (mda2p=—=6)
? . +l ; '+| a 3A + . s @ 0

2p—2r 2p—2F—1 2p—2r—2 p«-rfl|.1 A(”‘+’-’)

+ - * - . = B T T .p_‘_‘r_ B +etc._
myzp mt2p -1 mt2p—z mpptr omomyzp_lmbzp-z miptr

——— ahe

1 2 3 p L 2 3 p
S _ﬂ . {n+2P"‘""I m+zp_i0lo¢no m+P:‘__I .
R 2 3 P

a8. Si 'on se rappelle que

2p—2r 2p—2ar—1 2p—2r—2 __ p-rt1.

* L " & 9 » 8

1 - 2 | 3 . p=r

—
T ew——
——

zp-—-zf--:___ 2p—2r—2 zp—zr—3 - —-r-l-

2 - e -——---—.—-. 3 —_— " % e ® @ P“r_r

I -

il sera aisé de voir qu'on peut 2n dmsant pa; deux tous les termes de
lequatmn preécedente , la redmre i | |

(mt2pe=2) | (pz+zp 4y Cmdzp—6) - -
A T 3,4 | Cot
2p:_2r——i‘- 2p—2r—2a zp._zr;._g P"‘"“l“,l (m+1r)_
+- I ) 2 . o 3-:. o p—r—1 A . +atc'
— £ n2p_1 mbap- m—l—p+l__ |
m—-——-.__+2pmr ;-m+3P“‘z ?_f_‘+2P“'“3 | m=tp ~1
| I -. z T —— ’ 3 —— * @ ¢ & * & :— P-—.—I ’

) |
celle-ci devant avoir lien- pour toutes les valeurs de p, sera ‘encore vraie ,
si Fon y substitue p—4~1 & p, ce qui donne’ |

<”’+2PJ Cm—!-?-.v-—z) (m+=p > | p=6)
+ 3 o 5 4 A " _i + 7. .,6_ é_A‘m_-}-zp _.6) |
o Vi T T ey B
. » " n Y . L > - . . H ] . » . * » . . ] » | n' . .l"'.'_" L] »
+2P-—3"+I zp.....z’r_ 2p-—2?-—[ ‘ p-—}"-l— (ﬂl'l'?.f)
l 3 . 3 YN P — r___ A . W: -... + _etC' —
m +2p+ I m + 2 P -m + P — I e w9 : o 0, m + P + ét . :.'t'”
’ & 3 & P~ ["]; |
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qui est un second cas particulier de la formule dont I'’équation

(m--2p) 3 ,{map—2) 4 3 (m42p—4) 6 s 4 im+2P—6)_
A - A T2 A "l—";"-‘;'gA -
P . . » . - » » . - . . @ . ) » . .- 9 » P .
2p—2r 2p—2temI 2p—2r—2 L P11 (mtar) et
3 2 3 p—-7 —+ elc: =
mt2p mo42p—1 m42p=2 ,mtp+t
1 2 3 ?

nous a offert le premier cas

29. En comparant ces deux équations, on voit quelles ne différent que
par les numérateurs des coéfhciens qui multiplient les quantités

(m42p) (m f2p-—=2) (mt2p—4) . (mtb2p=—6)
A b -A- 3 A p A . » - ?

(m--21)
A

- () - . » [ » ® - o » a b ] etc.

et que tous les facteurs de ces numérateurs ont augmenté chacun d'une unité,
par les opérations qui ont conduit de I'equation [ 1] & l'équation [2]. En-
retranchant la premiére de la seconde, et faisant attention guon a, quelles
que soient les valeurs de m , de p et de 7, |

zp-zr—]-lnz_f--zr zp—zr-.l.”p-_—-r-l-z ap-~2r 2p—ar—1 2p=2r—2
—F

———a " — t—

1 2 3 7 1 a 3
D e e . JBorEr __zp—ar apo2ror gpo—2ro: L,
Tp—r 1 2 3 ~
p—r—+2 p-—v 2p—2r 2p—2r—1 2p—27-—2 p—r—tz
p—-—r-—-l.?—-r"_- 1 2 3 ot p—r—1?
m<42p+t1 mtap md2p—1 - m4p42  md2p mtap—ix,
et 1 z 3 ) p T T a
m-b2p—2 mdpt1 _ mizp mbap—~1 myz2p—z  mtpt2 R
] 3 aw . P — - " a @ .—'_—'_3 ‘ P_I

on trouvera

-fﬂ.ﬂ-{-zp-GJ

6.5 A IR

(m+=p-25 (mt2p=~4>
A

A -+ £

[ -
. - » [ - - L L [ ] ] L

r 2Pp—2rF ap-'—-n'r—-l‘ , zpi-z.r\-z ve e p.—r+n A(m-l-l‘r);‘_- ete.
g 2 3 L .p—r—1 |
md2p mtfap—1 mdap—a - -mipts

. 80. Cette équation devant zussi avoir lien pour toutes les valeurs de P>
on y écrira p—+1 au lieu de p, et il viendra . e



(m+t.2p)/ . (mp2p—2) 6 (m+42p-—=4) g (m-t2p—=6)
4. 8.5 5.2.6 -
+!:A | i aA 1 a2 SA'
ap—2art 2 zp.-—zr+1 2p—27 e . N t
+—p————-—- § E—— . P * ¢ = 2 !F A +ecgm
i 2 3 p—r
m-l—zp-i-z.m-l-zp—l-l.m+z£.....m+p+3[3]
1 2 3 p -9

qui est encore de la méme forme que les equations [ 1] et[ 2], et n'en
différe que par l'augmentation d’'une nouvelle unite , que-les operations par
lesquelles on a passe de 'équation [ 27 a I'équation [3], ont produit dans
les numerateurs des coéfhciens. On s’apperceyra aisément ; en considérant la
forme de ces équations, que cette augmentation en résulte nécessairement
toutes les fois qu'en retranche une équation de cette forme de celle qui la
suit , et qu'on €crit ensuite p 4~ 1 au licu de p dans. léquation restante.
En executant ces operations sur les equations [27] et [ 3], on obtient

\ | | |
(mt2p) ~ 5 Ami2p—2) 6§ ¢ almt2p—4q4) 8 w p(mt2p—6)
A + T A +i-33A +{ 57 A -1~
ap—2r4+3 2p—2r42 2p—2rd1 p—i'+ti,A(m+2r) let
S ———— §  ———aem . §  a— * o & o ee—— C'
- 2 3 p—r +
=1+zp+3 ,m42p42 m42p41 ..., .mtp+4
: : | 3 3 P 3

et ainsi de suite.

31. Ceite augmentation d'une unité dans les numérateurs ayant lien a
chaque transformation successive , si 'on représente par # le nombre de ces
transformations, a partir de I'’équation [ 1 ] : chaque numérateur aura augmenté
de u, et la derniére transformée sera | |

ed2 ,(mt2p=2) | (m-t2p=—4)
4 <2 AT ks wE3 AT L

! 4 2 ’

_‘A‘(m+zp)

k6 w5 uop g p(mEPE—6)
-—-—.-I._ . T' 3 A .+o . * » . * - » . » .

+u+3P.;_zr.u.*_zip—z;_l.u+=P_zr_;_2..‘-u+p__r,+IA'(m‘+l2TJ+ etc-.__".
. I a 3 p-r T

Cuchmbap uebmbap-r ubmebap—a’  a—pmep e

¢ ctant absolument arbitraire dans cette équation, en doit la considédrer
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comme une formule generale qui comprencl teutes les €quations de méme
forme que nous avonms deja trouvees.

32. En mettant 3 la place de
(m-42p) (m42p—2) (m~-2p—4) (mt2p=—6 (m42r)
A ' y -A A- _ )’ « 8 an A "

'A' b ’ 3 etCG
les valeurs représentées par ces caractéres , savoir :
AT o mtapoy mpepoa o mtptr,
T 3 P
At'm'+2p.--.:~.}_-_ in medm2p—3 mef2p_ m - p
—— — e = o ‘" & . s » ] ,
I 2 3 SopT
A(m‘f?—}?""ﬂ_‘ iy md-2p—5 . m~-2p—6 e e e . m—{—p-—ﬁ‘t_’
. v 2 . 3. o .p-—zﬁ
A(m-l'?-P-—ﬁ)__ EE .T__I‘_‘?P_7 m+2P_8 .. . m_'_p_z ..
o 1 2 3 p—3
L » . ¥ » - L » 9 & L . ’ L L4 L g L . a2 & L4 ] 2 L]
Agm%l*a.r)_ m m-2r—1 m~42r-—2 m-—l—r-}-r,
- 1 : 2 | 3 N ? 1
la formule précédente deviendrait
m m:l:ﬁ;pe-—l . m+2p—3 . . m+P+’ |
1 2 9 v p + _
rkr o mbepnS mbzpob L, onkp o
| I. 1 -2 . 3 ' p-—-l.+
w44 u4-3 m me2p-5 mfap-— _q . mebp—1
. 2 3 2 - 3« . C .' e P—2 +
u+6 ] u—5 u-4 ,m m_:l_—zp i m—l—zp 8. o _”_{+'}'J"2
1 2 -3 1 2 3 . p=3 +

3 3 .o p=f. 1. 2 . . 3 . ..r ¥ -

+H.+2P-3r u+zE-—;r—] u-[-gp—ztr-ﬂ IL+P—?'+I m m+2f'—l m-l-zr-—: m+r+l+

u+m+2P u+m+,=p=---.-_-! _.u+m+,z N tbmfpr

Cocaik
o ]

mais comme cette transformatwn la rend beaucoup plus compliquee,, nous la
Jaisserons dans' les différentes applications que nous ferons de cette formale,
. sous la forme ol nous lavons dabord tmuvee ) €t nous y consndererons

500 TR R el
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(m4a2p) Afm+?-p—2J A(m—i-zp—ﬂ A<m+2p—6)- ' A(m-l-ﬁr) ,

’ 5 ’ > * "

comme des symboles destinés 3 désigner d'une maniére abrégée les quantités
quils representent, |

23. On pourrait creire que la deémonstration précédente en laissant la
liberte d’assigner & u la valeur qu’on veut parmi les nombres entiers positifs,
ne permet pas de lui donner des valeurs négatives ou fractionnaires , mais
on se convaincra aisément que la valeur de z , est absolument indéterminee ,
si I'on fait attention que Véquation précedente ne peut avoir lieu pour toutes
les valeurs entiéres et positives de z, & moins qu'en-y exé€eutant les opé-
rations indiquées , rédutsant les deux membres au méme dénominateur, et
ordonnant par rapport 2 », on ne trouve pour coéfficiens d'une méme
puissance de uz dans les deux membres , deux. fonctions de p et de m
absoluruent identiques ; d'otr .il résulte necessairement que l'equation est
encore identique, lorsque = est fractionnaire ou négauf. -

34. On pourra donc suppeser u == - x , x étant positif , et cn donnera
ainsi 4 'équation précédente la forme
A(m+z.v) v _ 2 A(m+zp-z)+x_4 % —3 A(m+”_“

| I 2

x—6 x — b X — 4 (mf2p=—=6)

.34A _I_.d-.......

»

M | Z

*x—2pt+2rx—aptzrdrx—zptarda x—=ptr— IA(”'+2’}'

= . N
Rl e — 61

ou il faut employer le signe supérieur quand le nombre indéterminé r est
tel que p—.» soit pair, et l¢ signe inférieur quand p—r est impair, ce
qui depend ‘du rang qu'occupe dans le premier .membre , le terme dont on
veut calculer la valeur & l'aide du terme général

+x—2p+zr_”r—-zp+zr+l x—-zp'-[-zr-]-a.."x-—p-{-r-_xA(""l'z’)
a 3 T p—r

qui donne immédiatement tous les autres en y supposant successivement

r=p—1,r=p—2, r=p—3, et - |

35, En donnant & x une valeur comprise entre ces deux limites inclu-

sweme_nt | , B AR R U SL IR I S AP ER L N
e x=mm—2p, x=mApT,h o e

un des facteurs du.second membre s'évanouissant, ce second membre se

réduit & zéro, et le premier devient par conséquent aussi égal a zero, Sil'on

™
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supposait dans la méme formule x ==m elle se simplifierait beaucoup, et
donperait

A(m-’rzp)_- " — o A(m+zp-—zJ m—=4 m—3 A(m+zp-4)_
| X 2

m—~6 m-5 m—4 A(’”'l'“'"ﬁ)-

{m2r)

+mn2§‘+zr.m—2p-lz-2r-'_;_1.m“zpf‘a*z-"l'z m _P+I_:IA -} ete.

— p—r
— 2P 2p—1 2p—2  ptr__ ,3p—1 2p—2 2p-—3 = p+1 r ]
I 2 3 P T I 2 3 p—1 7 4
36. Revenons au probléme que nous mous étions d’abord proposé, et
- 4 & (m + 2P , ' ’ ’ .
substituens i la olace de A , sa valeur dans l'expression
A(m+='-p) q*
()™ |
de la probabilité que nous voulions calculer ; elle deviendra
m m—i—zp—i m+2p--z T_-I___P-i_l q”'
I - 3 p ( I+q)m+2P

En faisant successivement p=<o, p=—1, p=—2, p==3, etc., on
aura les probabilites suivantes , que le joueur se ruinera

a la partie dont le rang est désigné par m . . . . . .

(r4q?" "’
acelledontlerang est m <43 . . . ., . . . . .2, q .
O mtz ”
(14-9)
a celle dont lerangest m—<4-2 . . . . . . _.‘."."...,"”*"3, T
: i 2 (I+_q)m+4 »
3 celle dont le raﬁg etm-4+3 .. . . . '3.‘.'""'5_..’."..‘_"_‘.*.,.____.';‘21.__
S | 3 (l+q) +6»

et ainsi de snite,
37. Avant de chercher la limite de la série formée par la réunion des
probabilités que nous venens de trouver, il faut démontrer que cette limite
existe, en faisant voir que si cette série n'est pas convergente dans toute
son étendue , elle le devient du moins necessairement aprés un certain.
nombre de termes. Divisons pour cela le terme général = -

o

b
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PO
i 3}

momtap =Y fi-=sp—73 m+p.-4-t-”__'_-__-_q_"'___wa_;
FT T 5 T (ki
par le terme précédent R
. m mee2p—3 mep—4 m*l-p. ¢ -
_;..._.r 2 -—-’----3--—-—-'-..-5_':'_"'; (I+q)m+zp—-33
nous aurons pour quotient - | | .
(mad=-2p—1) (m-l-zp-—z) g _
P(m+P) | (1+q}1 ’

~et la série sera convergente toutes les fois que cette quantité sera plas petite
- que l'unité. Examinons separement les deux facteurs dont elle est. composee.

38. La fraction I _.ala méms valeur pour .tous les termes dune’
(14 q )

méme série , pour tronver le cas ol elle est la plus grande possible’ _on .
egalera sa dlfferenuelleaﬂ:éro, et l'on aura pour déterminer ¢ lequauon

(t+q)“dq—-—=q(t+9)dq e

o o (1) . L
. q I 3 &% 0w »
qui donnera ¢ = 1 et le maximum cherche ==-, d'oll il suit
(I+q) S 4

que la série sera convergente toutes les fois que l'autre {acteur

(m+zp--1 Y (mt-2p—2)
| - o A o pAmp)
ne su?passera pas quatre La valeur de ce facteur depend du’ nombre des
termes qui se trouvent dans la série avant le terme genéral ; mais ll est

" aisé . de voir quaprés y avoir exécuré les multiplications indiquées, »n

peut le mettre sous la forme

| "arrwe aux termes pour lesquels psurpasse cette derniére quantité.

f{*_

. - .
. ._-.;_L 1. B ”l. o m
. . -
LI X
L

-

4_ + m"-;-i'3m--6p+ 2

- T N
{ -.-qm est mmndre que quatre toutes. les fois- que & est: plue grand que AR
—3m -+- 2 | ‘
—~— la sene dewent doﬂc necessairement convergente des q@.z uﬂ

g L]

: 3g. Rlﬂl‘l ‘nlest, plus: fac:le mai‘ﬁte‘nant que de. troviver, 12~ limite. de la" série”
proposee Y. Lo o s :

. -‘._- s q- - - - ”!’“ | Tﬂ."’"3 ARRTE -nq?r T ) < “-'.' T
l » ]

(r+9) (et T T T gy e
':".---'.“\'lwu _,l_‘L ~ w- ',,, .-.. '

" . " . " a -
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L . * e

. '-1‘. u b A K T My ot

.' . I_' .. - ) . LA L lf |
. B} N oo o

- ( ’n 'i IP' Goalde o F z.-_ . -r'.‘llaﬁﬂ.-. o
! , I T q SR L T
' * ! . J' T Rt

( L q )m""f’ N Rt
C



) . ¢ 18 ) .

il sufht pour cela de changer , dans chaque terme, les dénominateurs en
puissances fractionnaires , et de les développer par la formule de Newton,
de maniére que les series qui en resultent soient convergentes, ce qui exige
quelles procedent suivant les puissances ascendantes de g, lorsque cette
quantité est plus petite que 1 , et suivan! ses puissances descendantes quand
clle est plus grande. On aura ainsi dans le premier cas |
m _ . — L ~— : o=
+Ac'+4)q1{l+lq} L T I

—— 102 (m42)
(149) AT T gitq)
. u | . . » . - . . . = 2 - . . . R . R + Arm“i‘z.".] P (I+g)‘""’3--P + etc.__

— LY

- 8 .m""'

| (m+z) m==-2 ,(m4+2)2 , ._m+2 m-4+3 m+4 ':.;,m-_i-p' ¢ 2 P+ |
+ A q -"'_'_1 .A. - 'q + a " 0 L] +.- 2 b 3 : _;_-" ": 1P'"';“!""- A- q _ etC.

I A(m+4) P +m+4 m-+-5 mﬁgﬁ----:m:P:—lA(m%‘“q”:}:Etc-..'.."

4 mzEp—A m,+_f=-P-_~3,AS’-’..‘ﬂ-”“'.'4) & —— efc,
| " ’_1'_-1 - - ! - '.'I ‘.Z’ | ‘

4w

P

IR m—!—z p—2 A + etC. c

Co B TR I (m+2p)

E + etc. [8]

et dans le second

weta 177 m + ! 2 e P13 4 RN . -; ,-\—.;:-“ » 'T—-.n * = &

(2+ 1) ""’—I—A"”“*” g(q-l-l) S NEY NS B O lD BRE IR
. _ , . R 1.y ¢ e ";f - R St ' :

; UK v PRI IS FE R . {m 1;}] p ' war P13 =2 F -

» . . » Y "] -’l . v » . pe » . - - » - - L ] L] . o* o » “+{*-A +ﬁ q (q + I ) . I-_E:,,::+A‘retc' ._f-l

| et omomel TmeR el TRl TR TTEE g T Tete

g - — —;q P -+ “‘I' . T _‘lj_" o ety -z 2 N P qﬁ.”";"l“ _’ 

: f -2) == 3 ma-4 meep <m+=>-—"=—P

. (m42) ~m—1 md2 fm'* 3) —m=2 ,,,-—m+= m—t- i g +
Db A q — T g . + -+ =TI p...;A.-.-,._ﬂ.a.hg. : etc

- L 1 v - a : P .i [ '..—.~ [
- . - ) . s L J-

'i'--JL
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Ces deux développemens qui ne différent que par les exposans dont g est
affecté , peuvent également servir dans le cas ol g=1, ils deviennent
alors évidemment identiques. | _

o. 1] serait aisé de trouver par induction que les seconds membres des
équations [ 8 ] et [ g ] se rcduisent respectivement a leurs premiers termes *,
en substituant 4 la place de ™ | S

N -4
A(m+4)’ ”.“.._Am-i‘ﬁp 4 ,

(’z=+1z«'-9-)i A(m-l-zp},; ete.

M. s

A(m-l‘l)_

"ol ol

les valeurs représentées par ces signes, et en reéduvisant aprés avoir exécutsd
les multiplications indiquées ; mais pour parvenir au meéme but d'une’ manicre
directe et générale , il vaut mieux avoir recou.s a 'equation [ 6 ], et y sup-
poser x ==m—- 2p, ce qui la change en | o
(m+2p—2) | me2p—4 mA2p—3 (m2p—4)
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e

 {m+2p) m-2p—2
AT =T

2 | 3 p—T _‘ |
les derniers termes de son premier membre quon trouve en faisant syc-

. ar — __-‘ . : - " - - ._ | . I. N ‘:m)
| CESSWEHIEIIIIIIL: =2 ,r=1, r*_- O, €L €n 5¢ _rappd_ant quehA =1, sont
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mite serait constante ou variable, suivant que
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d’'olr il swit que ce premier membre est précisément la méme théﬁr'q'ﬁé'--lle;‘
coéflicicnt de g dans I'équation [ 8] 4 ou de g—™=* dans Iéquation, [ g7,
les térmes affectés de .ce coéfficient se réduisent donc a zero. P 'étanzt.--‘iﬁi
déterminé il en est nécessairement de méme de tous les termes qui SB,_.__troiiiv'eﬁ;g

- dans les secorids membres dc ces deux equations, apres 1 dans Pune et aprég

— B - - al ' ' ' 1 _— :
g~ ™ dans lautre : il suﬁlt en effet de supposer successivement p =1,p =2

elc. et on obtient ) C
A {m+2) .
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- T L&s premiers termes, étant 1 quand. ¢ est plus petit que 1, et — quand- il est plas
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grand , la limite de la série. que. nous examinons est constante dans le premier--cag- ot
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variable dans Ie second : en y écrivant '~ a la place de g, on aurait une série dont la li,
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que fournit la remarque précédehie,- montre la poaéibilite’ d'en avoir du moins déé déve-

-~ Joppemens e¢n séries tovjours convergentos,
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serait plus. grand ouv plus petit que a. Cette
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équations dont les premiers membres ne sont autre chose gue les eoéi. ..ens
de ces termes. | ' | .

41. Lorsque le nombre des chances favorables au joueur 'emporte i chaque
pariie sur celul des chances qui lul sont contraires , ¢ est plus grand que 1,

. . ’ . — I
et il faut se servir du second developpement qui donne g™ ™ ou == pour la

n

limite cherchée, en sorte que la probabilité de la ruine du jouevr reste toujours

finie quel que soit le nombre des partiss, et peut méme étre moindre que la
1 TI s 0___ . | ) ,-':}?‘P- I ’ . = -

probabilité contraiie si — est plus pstit que — , ou ce gui revient au

g ”» 7 ————

méme si g est plus grand que V" 2 * Mais il faut bien observer que ce cas

ol le jeu, s'il n'est pasun impdt établi par le Gouvernement, doit étre con-

sidere comme un vol fait au public, et contre lequel les lois sevissent avec rai-

son, est le seul ol le joueur puisse éviter une ruine certaine. En eftet, lorsque —
g est plus petit que 1 , il faut se servir du premier développement , et 'on a |
1 pour la limite des probabilites de la ruine du joueur : cet évenement est
donc moralement certain (7). Il en est de méme dans le cas ot les ciances

sont également partagées ; st ot ¢ étantegal 4 1, les deux développemens

saccordent a donner 1 pour la méme limite. 1l est aiseé de sentir que c'est
uniguement des resultats donnés par le calcul dans ce dernier cas qu'il faut

tirer toutes les applications qu’on.peut faire de la théorie mathématique du jeu

4 ce qui sé passe habituellement dans la société ; €ar un jeu inégal ne pouvant

‘présenter d’aucun cOteé un avantage plus grand que le désavantage qui en

vésulte de lautre , il doit y avoir dans le cours de la vie d'un joueur une

compensation nécessaire entre le cas ol .a probabilitd se trouve en sa
faveur et celui ou elle lui est contraire. Je ne parle pas des joucurs qui
. sont assez fripons ou assez dupes pour se mettre volontairement et constam-
ment dans Pun on dans Vautve de ces deux cas, parceque les premiers doivent
étre réprimes par lautorité publique , et qu’il est si évident que les autres doivent
se ruiner, quil devient peut-étre inutile de le démontrer. Je me proposais sur-
tout dans cetouvrage de prouver que la certitude de Ja ruine du joueur est aussi
compléte, lors méme que la probabilité est egale a chaque . partie entre
lui et son adversaire. Cette verité qu'on prendrait au premier coup d&’cil
pour un paradoxe , résulte evidemment de ce que la limire des proba-.-

bilités contraires au joueur , est la méme lorsquon prem!_ g egal 3 1, ou -
quon suppose qu'il est plus perit. Il est & remarquer qu'on trouve aussi. le’
niémé resultat dans un £as ou la nécessité de la ruine du joueur. est. engore

plus évidente , et o quelle que soit la valeur de g, la probabilité de cet

* Qn peut .aussi_cenclure de cette formnle .quun homme qui ferait, métier. d’iiz jeu of.
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Jﬁ';* ( 2t )
événcment a précisément la méme limite. Ce cas est celui oli; commen-
¢ant par meltre au jeu toute sa fertune des fa premiere partie , le joueur
continuerait indéfiniment i jover a quitte ou double , ensuite: quune seule .
partie perdue suffirait toujours pouar le ruiner complettement.

42. Si l'on continue, dans cette nouvelle hypothese , a representer par
g: 1 le rapport qui existe & chaque partie entre les chances favorzbles au
joueur , et celles qui fui sont contraires: les Pmbabllites quii gagnera ou
quil perdra une partie , seront toujours représentées respectivement par

I e ——.

-kg  Ig
Puisqu2'dans la supposition actueile, le joueur ne pent se ruiner a la derniere
d’'un nombre quelcenque 7 de parties, que dans ie cas ol il perdrait cette
partie aprés avuir gagne toutes les précédentes, dont le nombre est exprime:
par t— 1, il est évident que la probabilizé de cet évenement sera repre-

sentée par le produit de z — 1 facteurs égaux & -;7-_?_—6 ,. et d'un facteur egal:

1 L=—T
‘est-a-dire ,. par 2 .
1 -+q’° c ? P ¢
q (I“l"q)' 3 |
faisant successivement r==1, r—2, r==3, etc. on trouvera les proba=
bilités suivantes que le joueur se ruinera.

n

]
™

. . e _ S 4

a la premiére partie . . . .. L . L . o G’

alaseconde . . . . . . . . 00 0 e 0 e s
(l+f')1 >

dlatroisibme . . . o . v e e e e e e e e e i
(r-q)% &

et ansi de suite, .

43. La série qu'on forme en réunissant les probabilités que nous venons.
de determiner -

X q q.’.% | qt—l |
I+g+(l+q)2+ +- *» s s ¢ 32 & s @ .+('I +q)t+ i,BIC.

(r4-¢)
est evidemment une progression par quotiens, dont la limite trouvée par
les méthodes connues se réduit 2 un. Cette limite est donc précisément la
méme dans. hypothése que nous venons d’examiner, et dans celle ou e
joueur n'expose a chaque partie qu'une portion constante de sa fortune
primitive. La certitude morale de 52 ruine est donc la méme dans ces deux
cas, et la seule difference qui puisse exister entre eux , n'est que dans le.
nombre des parties qui donnent, pour la somme des probabilités contraires
au joueur , des valeurs qui approchent également de la certitude. Cé nombre
doit étre d'antant plus grand que la somme jouée i chaque partie est plus:
petite. Elle pourrait étre assez petite, pour que la ruine du joueur exigedt
plus de pariies que les bornes ordmmaires de la vie ne lui' permettent d'en,
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jouct ; C'est ce qui arrive a l'égard de ceux qui ne s'exposent qu's des pertes
incapables de diminuver sensiblement leur fortune : toute autre maniére de.
jouer conduit a une ruine certaine. Le témeignage de l'expérience qui ‘avait
depuis long-temps mis cetie vérité hors de doute, se trouvant confirmé de la
maniere la plus complette par les calculs précédens, le but de ce mémoire
serait rempli, et Jaurais pu le terminer ici, s'il n’était pas nécessaire, pour ne
rien laisser d'obscur sur cette théorie, d’examiner aussi le cas ol les deux
mMEmes joueurs jouent constamment {'un contre l'autre,

44. Il faut dabord calculer la probabilité que l'un des deux joueurs se
trouvera ruine 2 la derniére d'un nombre quelconque de parties. Supposons,
dans la vue de rendre le calcul plus simple, que la somme jouée soit la méme
a chaque partie, et qu'elle soit un aliquote exacte de la fortune. de chaque
joueur, contenue sz fois dans celle du joueur B, dont nous calculons les
chances, et n fois dans la fortune de l'autre joueur C, m:n exprimant le rap-
port des deux fortunes, [l est évident que dans cette supposition le premier
joueur ne pourra se trouver ruiné quapres m—~2 p parties, dont p gagnéees
et m ~=p perdues , d'olt il suit qu'en représentant toujours par ¢ : 1. le rap-
port des chances favorables 4 ce joueur, et de celles qui lui sont contraires ,

4°

(r4+g)" .
m-4-2 p parties, qui lui enleveront a la derniére partie le reste de sa fortune.
Cette probabilité est précisément la méme que dans le probléme que nous
avons déja resolu, (n® 12 et suiv.); mais le nombre des arrangemens des
m — 2 p parties,, par lequel il faudra multiplier cette probabilité, ne sera
pas le méme , parce gu’il faudra exclure du nombre total des arrangemens
de p parties gagnées, et de m~-p parties perdues, non-seulement les arrange-
mens qui auraient ruing. le joueur B, avant la partie dont le rang est désigné
par m —4 2 p, mais encore ceux qui auraient amené la ruine de son adversaire
avant la méme partie, puisque le jeu cessant nécessairement des que l'un des
deux joueurs est ruiné, il n’aurait pas pu étre continué , dans ce cas, jusqua.
la partie pour laquelle nous calculons la probabilité de la ruine du premier
joueur, |

T exprimera la probabilité de. chacun des arrangemens de ces

45, 1l snitde cette observation que la probabilité de la ruine d'un des joucurs
ne peut étre calculée indépendamment de la probabilité de celle de lautre &
or, la perte entiere de la fortune du joveur C, suppose que le joueur B ait
gagné n parties de plus quil n'en a perdu, Cet évenement ne peut denc
arriver qu'aprés -4~ 2 p parties , p désignant toujours un nembre quelconque;
et en supposant que B ait gagné n -4 p de ces parties, et qu'il en ait perdu

qui donne } babilité de chacun des arrange-
P, te qu donne(H_q)n‘HF pour la probabiiite ge
mens qu'on peut donner 3 7 —}- 2 p parties , de maniere a satisfaire a cetle
condition. Représentons en général par B > le nombre des arrangemens d'un

mombre quelconque ¢ de parties , qui causent Ja ruine du joueur B 4 la der-
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niere de ces ¢ parties, et par C ¢#) | le nombre des arrangemens , qui-ame-
nent la ruine de son adversaire 3 la meéme partie, en ne comprenant dans
ces arrangemens que ceux qui n'ont ruine ni l'm} pi Pautre joueur 3 aucune
des parties précédentes, novs aurons les deux séries

(m) I (m+2) q (m—+4) g*

A — R . .
(I_}_g)m (I—I-’-q)”'i"z + (I_i_q)m-i-# -'i-

». » L B ", .. .- [ ] .- . - 8 L]
, + B (_I__*‘_q)m.-l—lp + tC €L

V) n (n+42) ntr (nd44) nt2
" 9 ~ 9 r g |

e .- ' » 'z . .. » Yy . .- » . » . ) . ) . P B @

(nt2p) 9n+.ﬂ
.. LD L LR - ] L +C (1+q)?1+2£’ +etC-

dont chaque terme indiquera la probabilité que le joueur auquel se rapporte
la serie , sera ruiné & la partic dont le rang est: designe par lindice de B.
ou de C dans le méme icrme.

(1-+¢

my n)

46. Dans les deux series le coéfﬁcient' B( ‘ ou C( ) du premier- e me-
est égal 4 l'unité, car il n'y a quun senl arrangement de m parties, touics
perdues par le joueur B, qui puisse ruiner ce joueur 2 la- m™. partie; et
il n'y a de méme qu'un seul arrangement de n parties, toutes gagnees par:
le méme joueur, qui puisse ruiner son adversaire 2 la partie dont le rang
est designé par n. |

47. Pour trouver les relations qui existent entre les coéfficiens des différens:
| . (m+2p) . X
termes de ces- deux séries, on observera que B. doit étre égal aux:

arrangemens de p parties gagnées , et de m~}-p partizs perdues, qui restent.
apres qu'on a 6té du nombre total de ces arrangemens , savoir:

. .Ii-.l-m+p+l-_
| & 2 3 p 3

m==--2p m-—=2p—1 m-+t2p—2a

1% le nombre des arrangemens qui suppeseraient le joueur B ruiné 2 quelquine:
des parties précédentes. On trouvera, comme dans le premier probléime que
nous avons resoli, et pour les mémes raisons , que ce nombre est exprime:
par cette suite de termes. |

'.:- (;;"1‘3?"'9-3' (mf2p=4) (mad2p=6)
el ! = *l ) ?L : ' é- # 5. L é . »- P
A B . * 2 B l I a 3 B I . {
- 2p—ar 2p—2r—1v Apr—2r=—2a P—f+1* Bt.:m+21r?

o0 Py ¥ v a R [ ] : . - AT
1. - & - 3 per *- ete:

l‘j‘_‘
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¢ ce qui revient au méme , par
(m3-2p—12) (m-+2P—4) (m+ip-'6)

3 13
2 B +271’ +3%-—§B S

2p—2r—1 2p—2r—2 P.--;-l"'-l-‘[ (m-ar)

R . - ""p_rH:B"+Et°'*

2°. le nombre des arrangemens qui auraient ruiné le joueur C- 3 l'uae des
parties préceédentes: Pour le trouver on représentera en genéral par m+4 25
le rang de cette partie. L'arrangement des n - 2 s parties qu’elle termine ,-
étant nécessairement compesé de n —~}~s parties gagnees par le joueur B,
et de s parties perdues par le méme joueur; il faudra y joindre p—n—sg
parties gagnées, et m ~p — s parties perdues , pour en former des arran-
gemens de p parties gagnees, et de m —- p parties perdues, ce oui peut
s'exécuter pour chacun des arrangemcns dont le nombre est représente

T | -
par C , de | | S
f-vp-l—m“ n""“:.i 0 2 P”l':'m _"_ZIMIS_I 4 B e u s . 8 E_'*'M""S"l"l
1 2 ' | p—n-—s

maniéres différentes, puisqu'il y a 2 p ~4-m-—n =25 narties 3 partager en

deux growpes, lun de p —~n—ys, =t l'autre de # -4 p — s parties. En’

- . . , Cnt2s)
multipliant le nombre que nous venons de trouver par C ., on a
_2p—|-m--n-‘zs 2p+m—n-—~25~1 . p-—l-m——s—l—--t'r._‘(n-*i-zs)
A g/ ' p —_—n— i > - .

48. Il s’agit maintenant de donmer i s toutes les valeurs en nombres entiers
FOSitif& qui peuvent szccorder avee I'état de la question , pour réunir tous
es termes qui en résulteront avec ceyx que nous avons trouvés tout-i rheure,

- et en retrancher la somme du nombre total des arrangemens”

. L mtrpoz, o mpobn
Oril est évident que le mombre p-— n-—= des pariies gagnées par le joueur
B, depuis la partie dont le rang est exprime par z—{-2s, jusqua celle
dont le rang est désigné par m -4~ 2 p , ne powvant etre négatif , la plus
grande valeur quon pvisse donner'a s, est 5 == p —~- 7, laisani_sucressi-
vement s==p-—a, S=p—pn=—1, §T=p-——rn="2, eiC., & qui
donne | a | L e e
 n-f2s5=2p—n, et 2pftm—pp—2s=m—+n,
n4-25==2p-—n—2, et 2pm-——n-—25s Tm-n2,

; :

pmn————" 0 o o) ” o : — " - - ~ .
. % La premi¢re de ces deux formules donne’ plus de régularité, Ja seconde plus de
simplicité au calcul , ainsi qu'on l'a déjd vu 4 I'égard des formules analogues du probléme
précédent ; c’est ce quj nous déterminera a employer tantdt l'une et tantdt l'autre,
suivant l'exigence des cas, SRR | S | s e e T

.ml—i-z-p m-%—zp«ﬁl

n



( 25 )
N omf 2§ == aP-:--n---z,,etzp— M= 2 =M= 4

etc. - elC.
en aura cette suite de termes

(2p~n) mdgen-g-z _C(2p—n—2) m-—%-n-l-l; m-j=-n--3 (2p=n—4)
C -+

G B ol ¢ +1 2

I
] * * » . - » . ] . . » s . . . . * . | &
(R25)
2pt+m—n—2s 2p~m—n—25—1 p+m—s+1 C
| + . I " 2 P-—-n-—3 : ’

et on en conclura que
*f_m+:zp) sl 2 m4-2p—1 m-t2p—3 | M-t=p41

.,_-—-“. - . . ._

Feva '-'-"1 b Py . 3 P
— 2p=—4) (md2p—6)
 § 2 :
ap—2r-—=1 2p=2r—2 p-—-r+1‘ -B(.m,'l"'r)
. e " * 3 . : vom— ¢ 8w ' -—etc.
. 1. 2 g—r—=bn T
T mn s TNV mndrg mepnd 3 HTATE_
| | | | o (n 'zs) .
Lmien e — M § == ¥ 1 |
___2P m . 2_5 2pm—n _j“ _}..._?’""" + C -—ctc.[m],
I S % : P--""'"S- ,

o

" 49. Si lun fait pour abreger m 4 n==k, ‘ce qui donne *

m-——p==he—mzn, et zp+m--n—-zs--ﬁ+2 (P"-n_’-").a
on obtlendra o | o e
B(m+2p2 m+"P m+2p_,[ m+2p——-2 | m-l—-p—{-l -

L L [ ] .
S (mtapea) (mt2p—a) . , , Cm+2p=—6)
: - - ] a - :- : - ™ » [ ) . - » * . - ' . ® ‘-“E. . : . .
. ' Yo d 3
Cm - 2r)
—p iR 2p—ar—2 o PZITIR — ele, .
.‘:' . l. . z . P"’"" r__ I [ DA N1 t s - 1-._\.],_; 1 !
SO Si ) * SA TR N
(zp_tn) k+2' <1P_urz-) k+l" k+3 (.-P " 4) a0 v
— C ) N L‘ D s, wmweeacemd g Sepe——i . Er—
- oo 1 : R IR ERTE 2 . o D
- - :" ; ;. '\1: R : . ll .| ." ._ q - -0!_, s - » # - - - " . bt . .. ¢ .r .-1 _..;""' . . L |
k2 (p—n—5) k4=2(p-~n-—s)—I Lkt —-n--s+t nk2s) iy
s h2(p ) k+2(p D G —etc.[11].
- o 1 - y a - P —— 5 _;-I . ke
kR ‘ Y D _-.'._-'.' : )
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_ - (m+2p)
50. Il est [zcile de trouver une autre valeur de B ,» &n observant que
le jouenr B ne peut se ruimer a la partie dont le rang est marqué par
» L F # . -.! . " ’ .
m =}~ 2 p, sans avoir €€ reduit, la partie précédente, & navoir plus que ~
. ] C e (m42p) L,
de ce quil avait en entrant au jeu; dou il suit gue B est aussi dgal
an nombre des arrangemens de p parties gagnées ex de m — p — 1 parties
perdues, qui n'ont ruiné ni 'un ni l'autre des joueurs & atcune des parties
precédentes : sans celte condition le nombre de ces arrangemens serait

Mm2p—1 mb2p—2 mt2p—3 m - p
R : 2 3 P

dont il faut retrancher, 1°. le nomhre de ceux de ces arrangemens qui
ont ruiné le jouewr B avant la ( m ~- 2 p )™ partie , nombre quon trou-
vera ici comme dans le probléme precédent, exprimé pav la serie |

(m+'2p92) 9 (m-l‘ﬁj?"‘-fi} | ' 4 -(’R+2P"'6)'.
B +2B Y +
. } Bp-—-':'.r——l: ‘zp-—z-r-,z..' . -.p.—-r-i-t ‘(m--{-zr\) : .
) 1 1 o g:.--——- P-“......-"r—-—'l B .. + etc.

2° tous les arrangemens qui supposent au coutraire le joueur C ruiné avant
la méme partie. Dans ceux-ci- les n ~~ 2 s premieres. parties que nous sup-

(nd235) ' om, ] o,
posons susceptibles de C ~ ~ arrangemens différens; sont comnposées de
n -~ 5 parties gagnées par le joueur B, et de s parties perdues par le
meme joueur ; il faur donc y joindre p — n — s parties gagnees, et

p=t—-m — s parties perdues, pour avoir les arrangemens 2 retrancher; =
ces 2p—}-m-—np— 25— 1 parties pouvant se partager ainsi, de

spbm—n—25—1 2p4m—n—25-2 » Ppadm—5
» ~ s s et e - :

I . ‘"z N L p‘:-g-__n'—.-s-

manieres différentes , on auia Yexpression
Cmtas)

2Pp4m—n—28~1 2p-Fm—n—25—32 ptm—s
. ; : [ Q— . "™ b

Co ‘ L & [ ]

¥ - 2 p—n—s.

-oit i faudra faire successivemerit | S
| STEpemi, SEEpema—1, STEpeTAS2, Q€
ce qui donnera pour n == 2 5 ‘et pour 2pwb-me—n-—=25 }es- memes

valeurs que ci-devant {48 ). On en conclura zisément, en ré}unissaut_‘_wus_,.-.__r
les termes qui résulteront de ces diverses substiplions , que le pombre .

que nous voulons calculer est représenté par la série
| (2 pw n-—_4)""‘

(2p—=m)" ~ o (2pamma) 2 8 miinieg
mntt NFTRET)  mden4-3 mtnt23




2pt-m—n—-2s—1 .lzp-l-m-—jn—-zg;_.zl. L p+m—s C(u-{-ZJ)

| _ete.
1 2 p=~n—s

ou ce qui revient au méme (49.) par

(2p—n) (2p——Rm2) (zp—-;:-;,)
C _. {t_i-_I. ~ +k+3 k2 3

4+2(P—-n-f)-—1 Aa(ponoaze Etponos 0T L e

+ - : - o p-—-n-—:s

il suit de tout ce que nous venens de dire, que

(m+2P) gy ap—g m—l-2p--:z C mp

...B R
gimtre—2)__ gpimtar—a) g g4 plmtap—6
| . '
— 2P""‘2 ?'---I 2;}—2’___2 B P""'r"l—lB.‘m"l'zr) | .
1. ) 2 ’ * P—f-r-—_l .'.-‘ etc:
__...C(”-f”)___ﬁ—l-x C"-F"“"i)___h k43 k2 G('”T""“: |
] l- I - L ey a8

51, Si I'on double cette équation , et qu on en retranche lequation [1 1],
tous les termes affectés de : ,

(m+zp—s~.) (m+zp-—4) (fﬂ-i“ﬁp—ﬁ)' R {mt2r) E

B f- :B 3 B - y *r e B | , EIC. C

dtsparaltront , et il re"tera
BT _gmty mwapsr mdap—a  map gy
L (RP=m) apg gt GR—a—1)  aha. kB (2pea—g)
—aC o Rdkr T __akdg A3 a4l
S T ’ - . t _ :I' . ‘.‘_“ z “‘_ *..-_ :’ .
;.'--:.-‘uol'a a .-i-)'n~. "Q'-o » .t'p . . --j- ..o%- ¢ e :

’k'l'z(P'-?!‘“S) k—Pz(p-—n-s)--t ﬁ-l—p-—-n-—s+r C(’"“‘)

— . T o, N e — & § i a— e l c
s . .' | I
B R - - \ LA A ! B . b . —— al— S
e I o : :“ Tk _: Coet :.;‘ et .:"': 2 -\,..'?'5 - j; ’-“ﬁih: e n S “ " ¥ - A .
Coeep - L. -‘-.', T, 3 ' ' K ) - -
S T T S T TRU . ﬁw_ -q-:‘ H 4

- ".E.+3P ! m.;"l"’-""-P' -1 m +ap--z r"-".m-{-p-[- SR _";
I e - J-. 3 Lo "-.’fl?:' o 3 Tt : P TR -d'i_".:-‘" ' L | . .
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{2pe=n) ko2 (2p—n=—2) A (2pmp -
+C e EThhdS grmnme)
. . + 1 2 C -i-
ket2(p—n—s) kd2(p—n—s)—1 kdp—n—sd1  (npas)
-Jr-v—— ; o - P m—— oo o P—n—73 C . +etc-
qui se réduit 3
(mt2P)  m m4-2p—1 mef2p-—2 n+4p 4
. = 3 . . —F T e __E’_ —
(2p=2), - C2p—n—2) h hka (2p—=n—g) |
C - _;C ¥ e dil e R — rs C " 4j—-' LA . . .
k k45 k44 J.’Z"‘-‘-P-n'-ﬁ)_ Lo S
1 z 3 - ’

khta(pon—s)—x htalpon—s)-z +P—"4‘+‘c("+m “etc.[13].

-

3 2 . 3 p—n—s
i (n) | .

52, Si Jon fait attention que C = 1, et que tout terme de la suite
des U, dort lindice serait plus petit, eégalerait zéro , on verra facilement
que tant que 2 p~- * est plus petit que 7, Cest-a-dire tant que p est plus.
pelit que 7, on a s plement

(m-} 2;3)'

m m2p—1 mf2p—2 mt-pd1

) —— I 2 . 3 » . = ® 9 P 3
| L] | | :J Ci 4 | - | | | | | . ,l : (m+zp) R
qui est precisement la valeur que nous avons trouvée pour A  dans le

probléme précedent , d'ol il suit que les premiers termes de la serie des B,
sont les mémes que ceux de la série des A. Pour déterminer le nombre des
termes communs 4 ces deux suites , il suffit d’'observer que m —- 2 p repre-
sentant toujours l'indice d'un terme quelconque, leur premier terme réponda . -
p=o0, et le dernier de ceux qui sont les mémes dans les deux séries 3

gp—n==n-—2, 00 p==n-—1,ce qui donne n-termes cominuns ;
celui qui vient aprés ces n termes correspond 3 p==n, etce terme, qui est.
/ ' (m-t22) : , ',_ o T R
représenté par B - , Se trouve par conséquent egald . .
m m+an—1 m42n-2 mdnd1 éfrl) |
m m¥en=1 mtan—2z mafndv t‘l
T' 2 3 " S 9 o

valeur moindre d'une unité que le terme correspondant de_la série des A,
ndan.z -~ omdndy . i
_ § ¥ * . .

3 ¢ o

m m-luzn;—-t
S |
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53. Si l'on retranche I'équation [13] de lequanon RINE

apres avoir
mis celle-ci sous la forme
(m+2p) (m-i-zp-z) 3 (m-+2p=4) 5 4 (mf2p—25)
4-2B -+ 2 r B 42 T':B R LRI
zp 2ar—1 :z_p—ar-—-z.zp—-zr——S p—r-f1 (m-""r)
+2 2 3 P “pe IJ"'"".I"'"IB“ e +EtCi—
m-—l—z.n m-t-2p—1- m-l-':_;_p—-z, R m+p+t _ .C(Q'P__.-"J) _
1 . z » 3 l" » [ ] P Fm—
k2 PFPTATR) gy 43 PTRR0 kA6 RS f=+4c<“’"""6’__.
I. ) | ! ;— T - -1 - 2 : )
+k+_2_(p:n—s) . kd2(p—n—s)—1 _ ”“k_—_l—P -n—-s-L-_IC("_!_I.J)___ étc. (141,
1 . 2 p—n—s =

tous les termes de I'équation restante seront lelSlbles par 2, et l’on Obtlfff‘lldra
aprés aveir exécuté cette division :

(m+t2p—2) (m+ta2p=4) (m+zp—6) |
B -+ B +"""- + " - » - * q
) ap—ar—1 2pe2r—2 "..z_f_——zr—-3 | "-—-r-|—I (’?+2’) . |
+ 3 2 3 __‘p—-r-—l : _|_el:c...._..
mt2p-1 m-zp—2 -m+z'p—-3, mpdr
R a3 Tp—i T
(zp—u—z) k+3 (?-P-n—n) §+5 E-I—é. (a.p-n-—ﬁ) |
. T 2 R
k—l—z(p-—n—s)—r k-l-z(p—-n-—s)—-z kz-z(p—-n-s) lz-l—p—-n-—s-l—l (atas)
I B : - 2.' T— 3 -ll'l-—_-—

Cette: equatmn devant avoir Tieu pour toutes les valeurs

~€crire p-4-1 au lieu de p, et l'on aura o ndep, on pourra y
| (m+1p) lm+zp (m+2p-f) U
+-— +i ip | e e .
e ='+,ffP R I e =
m-]-zp-]-r m-l-ap' m=p2p—~1 | m-l—p:.}.zl
DL Ta '-__"._‘3.'—_ Ry "ﬁ' _mph "'""

FEET C — elc, [tSj



( % )

(2p=—n) E3-3 (2pw—n—2) - iy '1' --'.._
C .= C _ k= .I.f:..l..-_..t C( P—re—y)> _
. 1 2
k~-92 k=46 L~5 _(2p=n—6) |
- . P 3 C - | . L - L] . .
kt-2(p—n—s)~t kd2(p_n—s) kt2(p—n—si—1  kdp—n—stz _(n+2s)
: - " M pom—s —C = —etc [16

Mgl

54. En comparant cette'équatiﬁn avec I'équation [ 14], qui est la méme

. pPp—un--5

“on sappercevra facilement que ces deux €quations ne difi¢rent que par les
numérateurs des coéfficiens, dont tous les facteurs ont augmenté d’une unité
par les opérations qui ont conduit de I'équation [ 147 2 I'équation [16].
Les coéfficiens de celle-ci éprouvent le méme changement si on retranche de
cette équation I'équation f 17 ], et qu'on substitue ensuite p4-1 a p,  caron -
a généralement L IR

'zp——ar—l—t ap—2r 2p—2r—1  op—ra4 a2 -
. —— _I.‘_ senemnin, 4 '-———-—————w. S . s s B & @  E————————r—— —_—
zp-.-.z:r " 2?-‘-‘-—"2_1'--1 zp—2r—2 | P—r-T __k :
p 7 'zp—-zr 2p—ar—1t 2p_2r—a’ - p--r-}—z
27 2p—8r—1  8p—sp—2 e s
iL___ ’ -—P e P e .8 8 ® e o G,F' - + e
. ¥ . -, . s ¢ : . 3 , - P — - T
CadzptEr mta2p. o md2pat S, omEpda,
W' w g e ..“ s a @ ll_. s & :
( 1 2 -3 - P
mt2p - mde2p—1r m2p—z-- - - mb-pdr
" e e R B Y - &« o & ®- P € g =— ————
l v ) z 3 ) p .

chose que .. |
| (mdap) 5 (mb2p—=2) {' 3 (mt2p=4) ¢ 1, (mt2p—6) = -
B +:B +i3B 0 TArggB +
2p-—zr.zp-—zr'—_-1.zp-?r-—-£. p—r=-1 (m+zr) .
-+ — s —3 ff* oy B ~-etc. =
mede2p mef2p—1 m—fz2p-—2 m+p—1:r
I 2 3 s P o |
Crp—n) fodz (2pmn=2) A4 kL3 (2p=—n—y) (b6 k45 kd4 (2p=n—6)
I C . T T2 C | 1 2 3 G | T
k—‘—z{_p—n“"S) k+z(P—ﬂ_3)—1.k+3(P—Tnu—j‘)-—-z A»_i..p_dn._s_'_rl {ﬂ'!"':".s.)-__- .



L8 )

me-2p  mebap-i mtap—a o mtphao
S —3 Pt
bd 2(p—n—s)-t1 fc+g(p-—n—-s).&+a(p—n-——s)—l."{e_j-pﬂ-ums-l-z-
i A 2 o 3 | p—n—Ss
kd-2{p—n—s) kda2(p—n—s)—1 At z(p—n—s)—3 kfdp—n—sHr __
—_ 1 ] 2 3 p—n—s |
ht-2(p—n—s) &+2(p-n——s)—£ ' ht2(p—~n—s)—2 & + p—n -~s+z
or e I T pemes—r
ce qui réduit l’éq.uation iestante a S
(mt2pm-2) {m+=P—-4) 6 & (mtip=§E)
B + .-l . -i‘lr'; B - ) .i ] v ] » - -
zp—-zr; ;P:,;__r—l 2p—2r-2 ‘ 'p-r-—_l— 2 ‘.(m+zr)- ¥ :
-+ - . 2 3 e p—r—1 B | -}-etc.--.:..—- |
me-2p mod-2p -1 m—d-2p-2a, m=tp -+ 2 _—
T T2 E Tt Ty
( vt —2}) ¥ fh L2P—n—y) & 6 L -5 [2p—n~%)
C _|I_ C ’ + - M'-'“"" C ' o 8 % & &
| 1 2 :
&{-z(p—-n—s} k—]— {(p— n-——-s)u—t h-—l—z(p*n-—s) 2 fc—i—p n—-s-l-z (a+2s)
oua o e R |
(G +2p) (m+iP—“ 6 s (m+'-!-p-4> P , '.5t (mi21p—6) '
B + B . + ’ B - T3 gB N =
ap~2r=--2 2pnp—z2r-t1 2p—-zr ] --r'—l-—3_ (m-{-;;) |
1 . _ _ 2 * 3 B ' P""" | B -_ +eICn_
_m+2p+z'. m—l-zp—'l-l_' m-l-zp - m+p+3
3 2 03 T p -

C(;p-—n) 1,..'_4_ (zp—n—u‘} | lr:-\‘-6 §'+5 (‘Gzp—-‘n-.—#')gh'li':'-l-t-':8‘§+7‘“i'k.-l'-6."‘c(zp—u-6)

gy, T———
: '

e 7 L2 o,y o2 3 -
h+z(,p——n $)+2. k-l-z(p n—-S)-_l:_E 'ft-ll-z(p--n—-s). &+.p——n-s+3 XS =D R
T I ' R vy '--é" 2- ' o L __';:..3‘_' k P 13*-'«5‘ -I-C ;1_:_..“'; ,_‘etc'
en y écrivant p + 1 an heu deP S “ S kT

- 55, Si on fait attention. que cette augmem:anon d’'un umte dans laes facteurs

e Ty

des numerateurs de ces eqﬁanons 35!: une sulte necessalre de leur forme Oﬂ



( 82 )
s¢ convainera aisément qu'elle 2 lieu 3 chaque transformation qu'on peut faire
successivement, et que les différentes équations qui en résultent ne sont par
conséquent que Jes cas particuliers d'une formule générale qu'on trouvera en
nommant z le nombre de ces transformations, a partir de l'équation [ 17 J. Il
sufira d'ajouter » 3 chacun des facteurs des-numérateurs de cette équation,
ce qui donnera | | |

(-t2p) 2 o (npap—2) -I- tod 3 {m—2pe-id) ) + 6 u +5 u-d- 4 (mdap-6)
B '+- _ ‘ E‘ é‘ ! - . . i I
1 B ' | ! ’ 2 B . I ' 2 3 B ' d!'

. .u—”-zp——z_r‘ u-p2p-2r—1 u-]-zp—-—iw—«z u’-‘-P;?"’i‘I (m+£r)!

+_ : | P . 3 | LI 7 -:P‘“-r -... _ _r GEC. :':
wufmdap ufmgap—: '
” " -l s L 3 . 3 = P T ewttamt

Cf%'-*ﬂ) u-} ptz il -k 44 u+k+3cﬂp-u—-‘4l phut6 kdudd rdbuts )
—_I ‘ _‘_1 '. z“‘ '-_-_'I . 2 . 3_'— | ——

H~bm—4-2p—2 u+m+p+t

. . . . ) L R . » . » 4 s » . . O | v ) . . »

- utht2{p—n—s)utta2{p—n—s)—1uti-ta(p—n—s)<2 u+.1:+p'——n-:—-s—{'-1 (a2
n . — ' 3 e p—n—s —( - ¢etc, [18].

L o ]

56. Quoique la démonstration précédente ne sapplique immédiatement
qu'au cas olt z est un nombre entier positif’, il est facile d’en conclureen
raisonnant comme nous l'avons fait a I'égard de la formule analogue du pro-
bléme précédent , que celle que nous venons de treuver a aussi lieu .quelque ™
soit la valeur de z ; en pourra donc, afin d'aveir immediatement le cus le plus
simple, le seul dont nous ayons besoin, suppeser que z = —k, ce qui

.

donnera - o A
(m+2p) 2 e Jp oy (DT 2pem) h—k 33—k Jut2p—2y) 66—k 5k L—E B md2pemf) -
B ff‘.-"“""‘l_ B =~ - Rearari e _B_ + P MR o .
v . * s i- ;ll: ---_. » A-o ; .. » ! *r »__» LAV B 2 . = 2
+2p—-zr--k zp—-zr—-h_...'ll 2p—2r—f—~2 p—r—k-41 B(""f‘l”-’_ .
1 2., .. 3 p—r ... -+ ete.
o mesp—k mYap—k—i mebap—k—z  mebpokebr
I PR ) BT S S
(2p==n) 2 (2pnmpomm2) 4 3 (1p'”-'—u-r-4:, £ < 4 (_‘1’}!--'#—?6.).'
"'""'C o L. e T T """‘_"‘*:‘C L i B
1 : . 1 - 4 I-2 3™

_2{p—n—s) 2(p—-n—s)—1 2(p=—n—s)~2 p—n—§ 41 _(A+25)
Ay e _— . . vy ’ o .

mrs —_— elC, ...
1 2 - 3 . '-"'P--H"'"‘-‘S : e ' PR
. - . 1 f b [ i . ) . .- . . . . .t .t.\r
Lo =.P..'.....'l.-. --3"_"-._ ['a.i:'ap_;ﬂ,;.;.;.‘a Il SRR -iP......r;+;_.- Pete T
e Emmem—, g e : " ; : * 5 % e+ & 8 @ i an ey .
AU PR A TR - 3. ... e ad e e B e
b i ’

w0 e
L. b
Tk
C 5
: -
: ]
Lol '
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(ap=1n) (7.p~efom2) 3 (2p—n—4) 5 (2p—n—=6)

L] » & .- » * L4 ] . " . a L 4 L L ? [ ] L L ] » [ -

2(p—n=ws)—1 2(p—n—s)—2 2(p—n—s)—3 p-—n—sd1 (nt2s)

—_2

(m+2p) 2 (m+2p—z)

- 1 2 ‘ 3 P—lie—s—1
en mettant 3 la place de « sa valeur m 4 =

. La forme des coéfficiens du premier membre de cette équation, fait

voir qu 'ily existe une lacune depuis le terme pour lequel 2 p—2r —h=o0,
dont lindice m4- 2r=m42p—k=2p —n, jusquia celui pour lequel
p—r—hk-+4 1=o0, dont lindice m+2r..-m+z (p—-k—i-:)-—-—
2p—m—2n- 2= 2p—1n— k<4 2, ces termes, et tous les termes
intermédiaires se réduisent a zéro, parce qu un des facteurs de leurs coéficiens
s’évanouit, le premier membre se trouve ainsi divisé ea deux parties, dont
Ia premlere peut s’ecrire ainsi : :

8

- +-——- ———B . , 1 ' Ty 3 B

L . » - - . - - L L - & - - ® . a - - » n " - .» . L o L

k—2(p—r) kmzfp.._'r)-}-l k—z(p-;r)-l-z k-—-p-f-r-—t (e dar) __
:-'_—*_r_. 2 .t 3 ?_-....-—_p-—r | B - etc.

jusqu'a ce quon arrive 4 un terme dont le coéfficient s’évanouisse ; la seconde
partie du- premier membre doit commencer au_terme pour lequel p—r r==r,
et 2 (p--r)—-iz._l: ce terme st - .

L

(zp-—n.-—k)

k k—1 h—2 1
"I"" . ;"“ . 3 o » * o @ * ¢ e !-: B | 9
elle sera par consequent representee par la suite |
& k—1 hemz ¢ (2p=a=—k) kef-2 k1 & | 2 _(2p—nek—2)

R L I e e S Rt ==y +
k+4 k43 ka3 cap—nek—q) | kF6 kb kg h L (2p—n—kab)
+ 1 2 .'3_'.”"!:+2-B' ' + I 2 3 L TR+ 3P - +
| zp-;zr;—-'.k 3;':._'.'21-_:_&_"1 :zp.'..zr_'_k;.z | "p'_-r._k+t' (m4-2r) '
+ N 1 . ‘- | 2 - f 3 v | * '_ : ._.' p—t B | + elc.

dont les prermers termes ont €té formés du terme general
| p-—f—-&-l—l | (m+=r)

“‘ | . 2 " "3 | P.—-r K .o B I |
en y faisant successwement r -.-p ky r=p-—h—1, r—"p : l:"' 2, ele,

i

zp—zr-—k 2p— zr-——ﬁw—-l zp—zr——k-_—z

a [ . [

58, Il est aisé de voir quil'y a dans tous' les termes de cette suite, k fac<

__teurs qm se trcuvent en meme temps au numerateur et au denommateur et

.'I._
' :~&ﬁ~ . g Ml : E
S, :
- . ot - .
. c ' . - . ’ . - .
1 : : : .

k—4 k=3 (mt2p—4 L_¢6 k—5 k—4 (mH2p—6)

tee | C ‘ f“e_tc-[IS)]:

+



( 34 )

qui sont dans le terme géncral - .
P*——J“-—--/}—-}—I,F—J‘—-—A—I—Z_, P"""'r""k“l‘s . ’ ' . ] P"""‘r,
c'est pourquol elle se réduit & cette forme plus simple S

(ap—n=—=k) % -}-z Pt kem2) k4 k43 (2p—n—kmg)o (.

B -+ ———— B +
6 k- f k (2= =k —E) ®

k__._!;;_:). . ..._..jg_i . ____S‘}‘:_:?'B + . o . . B . . . . .

“}-zp-zr—!%_'zp—u:?,r——&-—l ,2;!_21'(—&“2... : --r-l—-I Brm:vl-‘-'-r.) + BtC.
I . n . . P__r__f{ B e e

et I'equation [ 19 ] devient L I
(m42p)  f—a (mtap=—2) h_4 k-3 mt2r=—a k—6 k=5 h—4
B —"‘"-"_-"—B 4 B " g ]

e

-h L "
1 R I 2 I % 3

B(m _-l{-?-?.P "".6 b +

+&-z(a_")_"“‘z(p%f)-?“‘.’*"'?(P—ﬂ)-l-?....k“p-'*"""i B,(m.*"?r). ~= &1C.
— i 2 | 3 . p—r | T

fap~n—5k} 1. a i'_'*:._p-n—--.-’;-—-n) k k1.3 (4};_;1....}&_..4 k 6k+5 k"‘ :.{2p-n-k--5)
+B PELY; kA + ‘B -+

1 - i 2 L

p 2p—2r 2p-zr._ft—--t 2p— 27 —k—2 o pr1 (md2r") ew;'
| I | 2 o 3 . p—rt~—t B -+ |

.z.,J..ﬂw 2p_n—_1 2p—n—2 p—n-t1

. - » o & % 5 @

r 2 -3 | P

2p—-r) (ap—n—2) (2p=n— | (2p—n-—6->. |
¢ T s 1 ’--c--

R
- Rt
LA

. . » - . O | » - » > » » - . “a » » L ¢ - b . *

2(p—-n—_s):--_1 z(p_h-'.s)f-z‘z(p'—n_.é)._S” . .p;n-;s-lét C n+2 )

tf-"- [ 20 ] 3
 § 2 3 .;-‘ ..-._';.’;\:f'- ) .
1 jal demgne par 2’ ]a valeur de 7 plus petite que p ~ k 3 tandls que r

conunue 3 1epresenter ce]le qun est P]us grande que p—t - LRIt
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‘ CCapempy A fE AR |
59.8il'on se rappe”e maintenant queC ’est Ie. nombre des arrangemens o
dont 2 = parties sont suscepubles dans la supposmon que la derniére achéve - - =3
de ruiner le Joueur C, sans que ni lui ni le ) joueur ] B ait ete Tuin¢ & aucune |
Cap—m)s

-~ des parnes plecéclentes ; on Verra qu ‘on peut fa:re a legard de C Cpooce

(m +2 p ) - A, L
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observera que les arrangemens dont le nombre est représente par C ,
deivent éire cownposés chacun de p — n parties gagnees par le joueur C,
et de p pariies perdues par le méme joueur, putsque ce r'est que dans cette
hypothase quil reste en perte, sur les 2 p —=n parties, des n parties qui
lui enlevent toute sa fertune. Mais on salt que 2 p —n parties pecuvent se
partager de |

(2pwwn)

2p—n 2p—n—1 2p—n—2 Pumn—=1 %
. , Do T

& — L] —— » L ] & |

I 2 3 p

manitres différentes, en deux groupes, I'un de p, et l'autre de p — =
parties . il ng sagit donc plus que de retrancher du nombre .exprimé_.pa_r
cette formule , 1° le nombre de ceux de ces arrangemens qui supposeratent
le joueur C ruiné a l'une des parties précédentes, et qu'on trouve cn repré-
sentant roujours I'indice de cette partie par 225, et en observant que le
joueur C wa pu y étre ruiné que par des arrangemens de s parti?s Eag:;ees,
' n+2s
et de n - s parties perdues, dont le nombre est designé par C , et

auxquels il faut joindre p — n — s parties gagnces, et autant de parties
perdues , ce qui peui sexécuter de | '

-

o —

'z(p—_n._.s)l 'z(p_—n-s")%-—l 2(p—n—5)men p—t—$~}- I
| 1 2 | 3. ?’-‘_""'L p&n==§

ou ce qui revient au méme de

. 2 (p—rems) a(p_*n_s)-—_-_é a(pones) 3 i ft—sr ©

manieres difféerentes : on aura ainsi la formule

2(p—n—=s)—1 .zf.P“‘,"—-.?ji*—-z- 2(p—n—s)—3. p-——n—s-{-xl Lntas)
P _ - '- h . . .ot a N . .
I 2 3 p—n—s—1I ’

dans laquelle il fandra donner successivement a s toutes les valeurs possibles ,
en nombres entiers , depuis s == o0 jusqu'a s==p—rn — 1. On a dans cette
derniere supposition z4-2§==2p-—n-—2, ct il est évident quon ne
pourrait assigner-a s une valeur plus grande sans rendre négatif ou nul le’

nombre p——n— s des parties gagnées et des parties perdues , enire la partin

. e = . - . . -

dphtjle raug est n-} 2 s, et celle dont le rang cst 2 p — 7. o
6o. Commengons par-la derniere de ces substitutions, et réunissons tous -

les résultats qu'elles donnent successivement , nous trouverons pour la pre-.

mieére série des termes 3 retrancher |

- T ——t . —— i ST
% On pourrait prendre P'expression équivalente et plus simple . I
ST Rt APeepemT 2P e pdey PR 0T
IR AL . * . Tt et et 8 D m———— T e Lobe
» 1 IR S 2 R o pTn - I |

mais elle qondqi:;ait.,moinlsl, dizectement au résultat que je me propose d'obtenir..
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(1p—p—23

(1P—n-—4J (2p—n—6)
2 C "-n';—z-— ..1_2.5.1..1*;C -

rlp-—-n—s)~1 2{p—n—s)=—2 2(p—n—s)=3 p—n—s—4-1 (1429

I 2 3 p—n—s—1 + etc,

fn

I.

2%, le nombre des arrangemens qui auralent amené la ruine du joueur B avant
la purtie dont le rang est désigné par 2 p — n. Ceux-ci sont composés d'un
noembre m-4 7 de parlles gagnees par le joueur G, et d'un nombre 7’ de
parlles perdues par le méme joueur, qui ont ruine son adversaire i la partie
dont le rang est m--2+# , el auxquelles il faut ]Umdre p—n=—m—r"
=p = k — 7' parties gagnées par le joneur G, et p — 1’ pariies perdues par

le meme joueur , pour avoir des arrangemens de P""*?Z partles gagnees, ot
de p perdues, on aura donc la formule - |

2p—2r —k 2p—2r—k—1 zp—-wzr"l-—!'e-—z p-—r'-—l—-x‘ (rri-i-:.r';.
) & - Al g

1 2 ' J : P._...r"—-—-k .  4F
et en faisant successivemenr |

r=p-—ri, et m—-l—zr"ﬂm—l—lzpf-zﬁ“‘—"zzy- " k,
1'=p—k 1, et m'-[—z:"::z.p.—-—ni;—-'-dk—-—-z ; |
?":-p k 2, et :%.z—i—z?’:zp n -k 4 , €tc.
on treuvera que la seconde série a retrancher est

(2p—n=k)  kd-2 (2pmniko-z) k+4 k-3 E(H?-ﬂ- k~4)

4‘_‘%-1 - +1"_2 +

(ap=—n—ka=§)

1= ) L B - - - [ T & - [ 4
I 2 {} + ’ » L [ -
. r ~ o IR 2"‘! ) L
sp—zr-k z2p—2r—k .I.zp_zr - h=—2 P r o1 m+ .
R oy 3 B e
donc . . | , P i
" ,' (gp-—:;} 2p~—n zp-—ﬂ—l- Z2p—n-——2 p""-ﬂ""l-l'. -
(2pe=n==2} (27=7—4) ; (2p=n—6>. ... . -
2 C ' e Z_C e 2 E_..-l'— C : | a—— . 0 . . » .
- L 1 4 _ : B
» . . - . - . e '. . . s ‘e e -" -':- . s =

. 2,(p-— ﬂ—iS)-—-I Z(F—-—ﬂ_s) 2 (p__.,n__ 5) 3 P_n"":'-f-i-_I.‘ .(ﬂ-l-z‘f) d L
2

(ap—n—k) hito @p—n—hk—1) ke, k-3 G impmkieg) = kg6 kd=i hy-fy Cp=n—k—6)
—B —B - —=———/B - —epe—y B L
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2p—z2r' —k 2p—2r'—}—1 2p—2¢r —h-2 p—r’ 1 _Cmdar)

: : — 3 ""'“p—r'-k'B -~ etc. [ 21 1.

L’équation que nous venons de trouver se change par la transposition en

(2 p-=n~-k) k+zB(zp-rz-—fc-z) +k+4 k43 Gr=n—k—4) = k46 k45 k+4,)f2;—n-k~5>+

i.._.... K . 5 B + I - P ) 3 i
2p-—2r "k zp.._zr '—k—1 zp-—zr ——-k—.z' P‘“‘r’—-{-l (m—!—zr’] . -
+ T "t B + ete. =
ap~n 2p—n—1 2p—n—2z p—n 41
I . 2 i 3 - 8 8 P
l2pe——n) Cap—n— | 2p—=7t=4) (2p—neb)
v C — 20 21_2%-(3( 4—2.'2..4.(3 —
) 2
2(p—n—s)—1 2(p—n—s)—2 2(p=n--s)—3 p—n—s1  (nt2s)
- 1 2 . 3 p—n—s—1I C. — e,

dent tous les termes font partiz de lequauon [ 207 ; il suffic donc pour la
retrancher de cette équation , d'y supprimer tous ces termes, ce qui donne

‘rrap) ke (rrz+zp--1} ‘[-____4 L= (izdap—s) k-6 k-5 k- —4 (m-42p~C)

' B : | o) ey b inEAtany
B I + 1 2 B . 1 2 3 B +
h—a(p—r) he—2(p_—r)41 ,}éiu-z(p--ﬂ-r)+2 h—p=tr—1 (m-t2r) __
| -+ e P . 3 T B = EtC.
== o [22]. | |

61. On voit par le procéde gui nous a conduits a cette equation qu'on ne
doit en prolene;er le prem.er membre que jusqu’a ce quon parvienne a.un
terme qui s'évanouisse de ini-méme, ce qui arrive des que r est plus petit que

“"-EBI—" , ou qu'il lui est égal, dou 1[ suit que lorsque X est pair, | le dermer

terme est celui pour lequel r==p—7; + 1, ce terme est

| (m+zp—-k+2) czp—n+ )
'i "o ' i e— ) -t-* ...z:. B
3 | 2

.z; o , . | —

1 e

2
— B
. l "

b

. ' Y ' - ) .
2 ' W

- Péquation [23] est composee dans ce cas, de 2 termes y pmsque r est

- susceptible de 2 valeurs differentes depms r= P _+ ]usqué r. *"“"P >

mais si & érait lmpalr la dermere valeur de r seraup — l‘-';—'- ’. et le terme»

correspondant vaudralt nEe




(38 )
kml-;f:_:.}_ (m42pmkfr) {apen-1)

. . e e = 2 B — B

D k- ' :

dans ce cas I'équation [ 227 auvrait — ~1 = ¢ —— termes, car cest-l3
I r re ’ 4 b — k — 1 . Pa

le nombre des valeurs qu’on peut donrer 1 r depuis 7 =p — -~ Jusqua

r == p , inclusivement,

- 62, Dans I'un et dans l'autre cas, le nombre des termes de la seérie des B

qui entrent dans I'équation [22], étant constant , chacun d'eux se forme des

precédpns en vertu d'une €quation du premier degre d'un nembre deter-
miné de termes, et la série des probabilités du joueur B

\”'z) 1 . (m+13 fm+4) ) .
B -, == B B S —
{1+4q) (144 )”+*+ (14 g4 +
(m<42p) gP
= B y — -  etc.

(14-q)° 7 7° | .

‘est du nombre de celies qu'on appelle vecurrentes. Toute série de cette
cspece étant le développement d'une fraction rationneile, il suffit de dé-
terminer la valeur de la fraction qui répond a la seéric que nous venons de
trouver , pour avoir la limite des probabilites que le joueur B ﬁmm par s

ruiner s il continue indefiniment a jouer | |

63. La série étant mise sous la forme

-'I : (m)+ B(m+ ) g ' B("H‘#} -qz - + B(m +6) f]? |
(1+q) (1- 9) (14t " 7 (1+49)°
- - | 7 p p | o : |
oy e e . R + BC _11.) q + ,etc._)
. . (t4+¢)* '
elle se trouvcra ordonnée suwant les puissances successives de la quannte N
—1 et d'aprés la theorle counue des series recuricntes, lequanonf T
(1 +q) o
(-2 ) J{_..z (md-2pm) ';‘__.4 13 (md2p~d; !.»...6 b bt Cm—l—_p-—(;}
BP0 £ .4t Lebpnbar—o o

-

’ %

[ ] » .*f [ ] ™ L ] U .- » - - '] » [ ] [ ] & " ‘:;. . . : " » . » ..

iuz(P—r) k-—z(p-—r)+t k-n-,;(p--r)-inz k- p+r—-1 fm+=rJ_._.
N Ay i TS AT RS U —————— rem—— * . . ...nhﬁ-w—-—ﬁ—--—— EI.C."'""""
R RSl e T B + o,

«Jont-le second -membre peut étre regarde comme’ ayant ete reduit a zéro At
spar.la , trapsposition , agra . pour , premier membre le ' dénominateur de la

| ««fracnon genc.ratnce de la série

L _:\,').'::‘ _i.-"r‘_-'- v ; -
r Sk R
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,, (39 ) |
(m) | (mt2) . : (mt+6) g
B )+B 2 ____5_1_+B( +4) q +B q - +

(1-+q)° (I+g)4 (1+4+¢)
" (m42p) g
+B e etc.
- (1-4-g)7
dans lequel on aurait substitué les termes | |
(md-2p) (mt2p=—2) (mt2p—4) (mf2p—6) . - (mtar)
| , B B ,B aev e B , elCe
3 . 7. g
a la place des puissances successives
A NN AU LA L
(1+q) (1) (i)t (1) (I+q)"'”’
de la quantité ( : o On cbtiendra donc le denominatcur de cette frace
tion en subctituant au contraire ‘ ..
1 ] | q | qz S ——L s o |:- * . :-r— 'qp—.r l etC-
(149)* ? (1+-¢)* * (14g)° a (1+g)=f’-“ ='
a la place de ‘ | i
Cm+2p) (mA4-2p=—2) (mbrp—yg) '(r:;z+zp—=6) | (m+:.r) |
' ’ B 5 B ' 3 B ' o y ; . B -y EtCI o
dans le premier membre de lequatmn [22] , ce qu1 donnera o
1 k— 2 __q k"'-!;. Z:*-—-3 qt'-—- k 6 k 5 k—4, q?- e .
‘ 1 ('I _[__g)"t 1 - & (1_1_9.)4 } I ;2. 3 (I-[- )u.x )
Ah—2(p—r) k2 (pmr)t1 kem2(pen)h2 | hemprer g tc.
e e

pour trouver ie numérateus de la méme fraction , on eonsidérera la serie
comme le quotient deé ce numeérateur divisé par le dénominateur que nous
venons de déterminer , dott Fon conclura quiil suffit pour avoir le numé-
rateur de multiplier- la série par ce: denomlnateur.‘ On executera donc la
multlphcatwn ainsi qu'il suit; ~ -



€3] (n+2) m+4) (m+6> 5 - (meb2n) g’ (Mm+4-2p=B) -3 Cnt-2p-4) p-2 {m-}2, ;2)_ qp-!

B +B -1 4B LB L 4.4B - _
(149) . [1;1—9)4.- (1+9) ) (t+g)_" (1+) "¢ (4q) P (14g) %>

-i..a 1 -+~' [ ——— +B . e———

__{r_j O +k-4 _ff‘3. q* k=0 k-5 k-4 _ 43 4 . __i__k-:’- (p-r) h-2{p-r) 41 h-2(p-r)+2

(bt T .2 (4g¥ 1 2 3 (149° — 1 2 3 R

* & & A C ¥ = &

(f#) (m+2) . (m+4) COR (m+4-6) 3 o ' (:r;+z :
q .9 _ . _ B)

P +B8  myt+ B +~ B =+ 4B
k_2 qu} g = k_a (mFD . g s (mEe k C k_g (mtrr—2)

A (14+g) ! o (rg) ' C (14g) -1

AT Ry S
‘I‘ 2\ N (I+§)4 1 . 2,. _ (I+9)6 . i - - . E‘ 2 r~' (I_l_g)zp

- etc)

.. S T SR 0 S0 Pl I U
| T N 3 6 "t ;. 2z 3 b o A \WE

A3 (pmr) koa(pmn)br ks (por)oba | kpror pH0 g

.- J 'J'_.".-

* v e .- + eth!

BE T T I T

I+

e - ‘ . . . b "; SE N ' e s D . ’ - . ) :
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64. La derniére des colonnes que nous avons ecrites dans le produit les
représente toutes , c'est pourquoi nous aurions pu nous dispenser d'ecrire
méme les premieres colonnes de ce produit qu'sile nous aurait donnees,

lorsque nous en awrions eu besoin, en faisant successivement p==o, p=1,
»

o q
p=2, p==3, etc. Or, le cocflicient de (T-:;-F?“ dans cette colonne est

précisément !a méme chose que la partie du premier membre de I'équation
[ 20] qui précede la lacune, en transposant le reste de ce membre, on
trouve que ce coéfficient est égal a

2P“n L] 2p-n_l 2P“H_z [ ] L ] a L ] .—. B p_n+l
I 2 3 p
(2p=—n) (2p=—n=—2) {(2p—n—4) (ap—n—6)
C — 2 C — 23 C — 5.t e

1 _ 1 2
*

] + ] * & - ] - & L 3 ] - 1 - ) d L . » » L] 3 »

zz(p-—n-—s)-—t 2(p—n—s)—2 2(p—n—s5)—3 P—Ne=—s~=1 C(n+2~f)

A " Pt z 3 -t P—-H"""s—l — Etc.
(2p=—n=k)  hyp Qp=n—ke2) fogef hefu3  Gpen—k=8) k46 EF5 hefet _(2peertek—g)
l——B —— " B . !T B -'—-—'T-'Tl——— B —
2p—2r'—k 2p-——~zr'—lc-:t 2pemzr/ k.2 p—ri<1 _(mt2r’) '
: z 3 R " w— elC.

valeur qui se reduit 2 zéro, d’apres ce quona vu (60), en vertu de I'équation
[21], des que cette derniere commence 2 avoir lieu, c’est-a-dire, des que
(2p=—n) ,
C , et les antres termes de méme nature ne sont pas nuls: toutes
les colonnes du produit précédent s'évanouissent donc d'elles-mémes , aussi-
- - - (2p=n) (2p=ne2)

tot qu'on est parvenu a des termes pour lesquels C , C ,
(2p—n—24) (2pmn=k) (2pmnwmk=—2) (Lp == pma by

, etc., et B , B , B , etc.
cessent de se réduire i zéro. .

(2p=n)
65. C est la premiere de ces quantités qui satisfait a cette condition,
. . ' (2p=—n> (n) .
cela arrive quand p==n, puisquon a alors C =C =1,ilne

faut done tenir compte que des colennes pour lesquelles p est plus petit que

oy, . s P
n, effacant dans la valeur générale du coéflicient de { 1 o les termes
1+ g :

que cette supposition fait évanouir, elle se réduit 2
(nt2p)  hz (mbap=2) | k—4 k—3 (mt2p=a) k=6 k—5 f—4 _(mt2p=0)
B ——B “+—-—B ——.—.—B -+

3

I I 2 ) 2
&"‘"‘2 — -..-.. — . - —_— — — (m4-27) -—-—
i._—.—.___(lp r).- kl 2(Pzp—_-..r)+!'. k_ 2(P3 r)-'—z..h. s ® -" F;,-'-:: h B " -“— EtC. ————

F -



b

B =1 ’
B(m—i—z) ] f__-;z B(m}_ g:n — E_-l_-j,
B(m+4)__ E"‘_I":'f (m+:J+ k;—t, ] Iz:?. B(m):: Z:;;_ri.?_:z_n ﬂu-l—ir _ n—=-3i
t:::+‘5)____§_-§_-.;ch+4:+h 1:4 - §B(m+1}—&4;-15-£}£-b§£*5(m)=£%—£'i:n'£;n* - '.’..:.:_f;":*",‘."
et en général - | o
B(m+é.p)__f_;_z_B(m+:p—z)+ uf__g B(m+zp—4) k— 16 iz - k-—4B(m+:,p—-6>+,

( 42 )

ap—n 2p—n—1 2p—n—2=2 i L, r—n~1 231,
I » 3 L 3 . * » ' N P [ ]

66. Cette nouvelle valeur devient encore nulle, par I'’évanouissement d'un

— 1 -1
de ses facteurs, depuis p==n — 1, jusqu’a —; , OU jusqua p == =~

inclusivement , suivant que ~ est pair ou impair; il ne restera donc dans

le produit que nous venons de trouver que les colonnes pour lesquelles p a
une valeur plus petite que 2, et ces colonnes se réduiront chacune a un seul

terme, au moyen de lequanon [ 23], qui donne en y ecnvant successive-
ment o, 1, 2,38, etc., a la place de P,

(m)

+’f"‘=0-'—") k— 3(p—r)+l &—-2(p-—r)+z”'l-p+r—-!B(""l‘!")

l 2 3 P___r + etc.=
| _-'_n--zp.n-—zp-!—p n—:-p—}-_z-h__u-—-p-t"

2 3 p
le numérateur de Ja fraction génératrice de la série .

|

(m) (m42) (m+4) 4 (m+6) g%
B +B (I—I— )m+2+B (l+§)n+4+B (i+q)m+6. +

.. (mt2p) ¢f

I I L R '+B

est donc égal a

1-'..'_‘.:.3 '__9__ ‘.,“_'-ﬁ- N3 q" , ﬂ-—-6 n—5% n—% qq

s e i N R o

. a * L L] - - - »

SHIzep o modpthr mespba  ampm o F g
ot a .3 P G O

=
. ) [ ] » . [ ] a - . . . [ ] " ) [ ] .
"

0T

et comme J¢ dénominateur , dont nous avons déja trouvé la valeur, peut, 3



( 43 )
cause que p, # &t par comséquent p — r, y sont absolument indéterminés,

8[1'6 ecrit ainsi N,
k—2 g k—k k=3 _ g k=t k=5 k=4 _ g
= st T T T T T T Ga b
(144) {149) (r+49)
—_2n b— - k—p— P —_— '
+" z.p.k ”P"".‘.‘.__’.’.E.:“.f...... —PT, 9 - eic, .
-_— z 3 P (t+4+4q) d
on aura pour la somme des probabilités que le joueur B se ruinera Py
., "y
o8s30 LgnT2R impbrnoapds mepox | gF e
I (1og) 2 (1 4g) - 1 2 3 4 (14 )
-k,..._._“zl q k_[" k“3 qz _on!it+k__;—zpoh_——-_-zp+ ! k__-*‘z'P'*iz- &-.p_l ‘ qp H—etc
Fag? T T (o) - f * 3 P (r+q)”'+

67. En raisonnant ¢omme nous venons de le faire pour le joueur B,
'legard du joueur C, on trouvera que la somme des probabilités que ce
deimer se ruinera , représentée jusqua présent par

(n) (u+z) + C(n+4) 2 + (n'-l-Gl_) qg
C - _ .- b »
(t-l-g) + (:+q) (l--l-'Q)4 (r'+q)6+
+C(n+2p) ql’ +
. . . » & ™ e . ‘ . » . o @ : etc.)
(1+4g)*7 |
, q”
est egale a -
| (14¢)" °
mo2 g metm=3 @ m—sp meapdrm—zpds, mop—t _gf __
1 T a 1 L 2 L | 4 e N - - 2 * 3 ¥ 8 ¥ mee—— : . 2P+etc'.
(149) (1 4¢) . P (49
ft_:__z“ q knti hem3 g '. k—2p h—2pt1 h—2pt2 k_p-—1 g’
I _..__1 __;_‘____-. __z_."i#.w. 3- rae . -__;.."'_':ei‘c
N ¢C 7') R ¢ v P (reg)™

68. Ml;ltlpllons maintenant en haut et en bas par (1 <= q')'

(t+4g¢) *, les deux valeurs que nous venors de trouver pour ces deu::

l

—— i

" o—— ) —————— -
* On s’assurera facilement que cette multiplication sufit pour faire disparaitre les
fractions contenues dans les numérateurs et dans le dénominateur commun de ces

deux quantités, si 'on fait attention que 2 p qui représente Iexposant de 1 --g¢, dans

F 2
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sommes de probabilités, la premiere deviendra

‘ 2T p~sa n-3 n-4 n-3 - n—s iy - - -7 n=2p=1__
(-tgy  — T"?C!-H) ER. g (1-49q) RO ek kel ik k) e el F14-g) - EfCW
1 2 - 1 2 3 P
k=1 L » k=3 p=2 k-3 =2 k=3 b - ko2 ke — k2 pemip
LUt - () +LI{'. g (14g) —eeest :P. ’:’“. 3p+’?«--_fmtqp(1+q) et
| _
| et la scconde
m-X -z m-3 m—4 m—-3 2 ma§ —2 - — —p— m-ap-r__
Q) = —m (i) e g (1) —a =2 2ET P TR T gy ~+ el
"y T | I 2 1 2 3 P
k-1 2 k-3 b4 k-3 , k-s h—2p hee2pt1 k-2p+2  hep—1 » k-2p-1
(O+g)  ——g(+g) 4 2, g (14q9) —eoot IP- zp . :f ----w*’;—--qft-*-q + Elt

; Les numérateurs et le dénominateur commun de ces nouvelles valeurs, étant
des cas particuliers de la formule

¥l X =3 x-3 X—14 2—3 2 X -5 *x—6 x—5b x—4 1 x-7
! . 1 . ) — . , ‘ .
(4 — g(1+g) e 2= g (1g) e — 7= ) :
! - . . . ] [ L » . s . L + . » - . ’ L ] . '. v » » - v . » » . s ' nm ‘:"E
) + X—2p- X—-2p-1 X —2p=2 X—p—1 p ¥—2p==1 —
T B T p—— . . 2 B 8 4 % I "
a2 — - ; 5 90+ -+ etc.

voyons d'abord si cette derniere ne pourrait pas se reduire 2 une forme
plus simple.

69. En renversant lordre des facteurs dont sont composés les numéra-
teurs des coéfficiens de ses différens termes, et en developpant les puissances i
de 1 g, on mettra d’abord cette quantité sous la forme suivante :

Jeurs termes généraux

n—2p R—Lp~1 A—2p-+42 ° A—p—1 g
I & 3 . P .(I_l_q)‘lp »
Mm=2p m—zp+1.m—-zp+z M— Pl q et.
k—z2p h—2p+1 k—2p+2 k—p—1 q° | -
‘ : 3 P G

doit &tre ndcessairement plus petit que n-dans le premier , que m dans le second , et
que k dans le troisi¢me , pour que les coéfficiens de ces termes me s'évanouissent pas.
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X == X— 1 X~2 Mem ] X2 X — I R Hum2 5 3_4 X -—p
x Iq+ . q:-+- - » 3 qg+.||+I—'—_ - . ..,.._._._—-q -..!..etc'

s o

1 2 I 2 R _",2 ': 3 4 P
_ — e 2 x—3 x—4 X —2 X3 Kb ¥—b Txop_t1
_.x__....._iq__x' zlx 3'92-_.“. » L] }q?——iﬂi-—- . | - l.--—-' ama P fp_—etc.
S 1 1 I 1 2 I I 2 - J p—1
%--3 x—h o, x¥x—3 x—4 x—bH , x—3 x;-;:z} x —5 x—6 ®mpa2 » ‘
» - ] — " e : L] el ' 8 - LR EtC.
" 2 q+.1 2. I 7+ 2 1 2 _p__z‘i"*'
_ _x—f,-x_._b.:r-ﬁq““._xmfp-x--5 x:ﬁ x—7 % V'ggf’_etc
1 2 3 2 3 1 P %

SRR AL SR S ) IR
| - R, N S

~on obsetvera ensuite que a et ¢ représen‘tant deux'nombr‘es que-lconque's-, on a

—=1 71 2 t-1 5, t--3 t2 ekl l - z-—l—p :+p-—1 tp—2 tbT py " c!
I-.,.a —— a _. -l_.--l—-.lhl—-a LI ] *3E
) - ! B 2 0V T2 a3 ¢ et
' : ? —1 4t 1—11—2 g ey tilz r-p-l-I » -
1—a :I'_"'-—ﬂ _ e = ad T . "‘-+—"l —-—-'-—-—l-. . (i | — )

ces deux equatlons mulnp].ees 'une par lautre donnent (1= a) "ot L —
o Jeemg

t-4-1 112 t-FI t+3 r-+-2 r-J-I 3 t-l-p r+p—-1 """P - ‘+P_3 | ,_'_I
——mat T = 44 + X .________.__ . p

Ay e W R TR et i il T

P =Tt 2 2 eI 3 t—l—p—t r+p-~z H—p—-s T t p
—— e ] .__.-——.-—a . . - ¢ — ] = eet _ — N —— & Mw-—-..g___.._-d -——etc.
1 r 1 2 . kS 't;_'t%fa?ffi- 2 3 S p—1 1 |
N : -: N ' ~

bt tEE totm1 g tdepes thped  rbr Foamp
+-—;n—;——4+-—?—?-2 a + ..‘+_-___'..--- -"—"——-'-“_" 'l.._fﬁ._'?-_ap_i--e!

P of—1 z--zag t~+p—3-. 41 7 t—1 ez Pﬁ.

M s ) ekl g g ey ——— g b §  — 2 P cmmeme . v il -
2 - S ¢ - P—- 3 ~x 2 * 3 e o ?tc'
L » . . . ’ L L .- v & . . . L » » [ a l. v -

.....

- mais on salt que . o
| ﬁ-.-l.....‘ 1 “I‘ @ + “z"l- a + o ke milL -\ (TR S
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ces deux développemens d'usic néme quantitd devane étm ldenllques que!que
soit la valeur de «, on en peut deduire cette suit¢ d'équations

t~f1 ?
T TR
td2 gt t~1 Ot £t
_-1:_"‘ 2 I 'T+T'T'—": I, |
t4+3 t4+2 t41 t—2 tedul F S f— ¥ t t—1 ?—2
r 2z . 3 T°T'h+ T2 T 1z 3 T
" & 0+ a -. « 8 4 % 4 8 4 &« & ® &+ s a2 e -»p a4 & o @ . s

H-p H—-p—-—x 4'-+-p—-z r-—!—p—-?». 't+t ;—l-—'p-r tp—2 r4p—-3 t-+1

4
1

1 2 3 4 o P ' 2 3 pP—t
tdp—2 t4p-3 toh1 f t—1  t+p—3  tpI 1 (=i t—2
i 2 P—2 1 2 1 ‘p=3 1 2 '3
» " - - - * » +i f-:-:-o'r_Z.‘.'.:Ei-l-m
—_— n 3 P D b |

et a.;.sx de suite.

7o. Ces équations ayant lieu indépendamment les unes des autres, et pour
toute valeur de ¢, on peut supposer

dans la premlere I X —— 2, - |

dans la seconde 7= x — 3, [ O

dans la troisieme ¢ = x — 4, | SR O

et en général dans la derniére :...-x-— p—1, ce qui danne en substhuant

- 5

o x-_-I X2 I
"s‘ I . I" i ’
X—=T x—2 x—2 x—3 x—3 x—4 __ _.
S n—— L2 - W ———— —-I’
1 Z  § I 1 2z

5z 3 T 1 s piarabarebia-ri i e
. . « o *« " . ¢ ™ Y - . . . e . . . . . " . . ..“\;- - ,.. . I. )
Nml ¥=2 ¥X=3 X—4 - X=Pp #—3.#'?-3.’5-'4_#—5_-_-.?-. .'x_'F-I'-_FL.'-'-.‘-:
e T T Y T T e
13 *x_!} — ,,_._6. :.n-p z_x-'.-f,‘#-b.“x—ﬁ_x—p' L ._.-x.-p:j +
ety T T T p=s 1 2 3 o p=3 '
N - » . » P . » *» & g4 = . b . . = . - . "'}T:J" £ .
- -— [ — - m— -nﬂ,
CJermpms gmpoz xopo3 SRy g,
s B 0w - . — T 2 | 3 P .
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»1. En comparant les premiers membres de ces équations avec les diffé-
rentes colonnes de la valeur que nous avons trouvée tout-a-l'heure pour

- s - —i X3 Ka§ -6 X—bH x— . X~
(14+g) I-—”\ 2 ) = BT Plaeg) e e -‘*g"'(:+q) B
1 7 X 2 12 3
x—a2p "“_EP"".‘I ¥—~2p-+2 X—p—1p ¥oap-l
s * e @ i I\ » Y L 3 LI B P"""""'- (1+g) +Etc-
on voit que N
el x.2 -3 N4 ¥-3 2 *e§ x_6x-5x—-4 1 27
(r+q) - —— g(1+9) + = () e g () R
— —_ ] R—2p-2 X_p—1_p. Xelp-=1__,
» v e t:‘-__x IEP . ¥ 2:+ . 3P+ ¢ s w0 + gp(l"i'Q) + etcl—hﬁ:--‘

1—!—q+qz+q3+"""*'""'.'-l-qs

en faisant successivementx ==n ,x —m , et » —= %k, on reéduira & une forme
trés-simple les numérateurs et le dénominateur commun des‘pmbabilités trou-
vées ci-devant (68), en sorte que la limite des probabilites contraires au
joueur B, sera exprimee par

I+q+qz+qs+o- » b e e -.l+q

. 2 3 k'_._l ’
14+q4+q +g 4+ e 0y g
et celle des.probabilités contraires au joueur C, par |
: 2 3. m =1 n nt nd2 8+ ko2
n 14qtq +g'tecdkg g4 qg 4 g ety

k=1

2 3 t
gt attqg +ootg Lfgbg g v v v oo oty
parce que m =~ n =% A, :

»2. La somme des deux probabilités que nous venons de calculer, est évi-
demment égale 3 P'unité , cest-a-dire a la certitude , en sorte qu'on ne
peut douter que l'un des joueurs ne finisse par se ruiner. A l'égard de
Pavantage que donne au plus riche F'inégalité de leurs fortunes , il faut pour
le ‘déterminer supposer tout le reste €gal entre les deux joueurs , et par con~
séquent g == 1. Le numérateur de la premiere fraction se réduit alors i »
unités, parce qu'il contient n termes; le numérateur de la seconde et le
dénominateur commun se réduisent resPe"Ctivement.é m et & k unités, et en
se rappelant que A==m -+ a, on voit que les deux' fracticz:: deviennent

g X

k=1

n ‘et - m ) . e L
b swemsiesemn " i t e B
m-n B + R ’ ] o T4 ’

or m: n est le rapport de la fortune du joueur B 3 celle du joveur C , la
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C 4% )

probabilité que chaque joueur , & jeu égal, ruinera son adversaive, est done
en raison directe de sa fortune.

»3. Lorsque g nest pas égal 2 un, on peut réduire 3 deux termes le numé-
rateur et le dénominateur de chaque fraction en les multipliant par g — 1,
n g k n
on a ainsi L=~ pour la probabilité que C ruinera B, er L —1
q —¢ qy — 1

celle que B roinera C. '

pour

=4. Si Ton voulait savoi- le rapport qui doit exister, & chaque partie,
entre les chances favorables & chaque joueur, pour qu’il en résultit en faveur
du moins riche,un avantage qui tendit constammment & compenser 'inégalite
que met entre eux la différente de leurs fortunes, sans lw donner jamais
plus d'espérance qu'il n'en reste'rait a son adversaire , il faudrair determiner
g de maniere qu'il y et égalité entre les deux fractions

Ho—

I+q+q2_}_qg+-t 1+ & q
R R B S

ke 1,

ei ‘_
At A T A oY Nt aRTTTE o A
I LU A U R AU L

ce qui se ferait en résolvant I'dquation du degré k-—

?

A k=2 k—3 ! n~—1 -2 =13
g +g +¢ +--Fqg—-—g ~—~q9 -—9 - .—1=0
En comparant les deux fractions
qn_hl qi:___qn
k ,_Ct k ’
g -1 gt—1

on aurait trouveé

gk— 29" 4-1=o0,
équation d’'une forme plus simple, mais d'un degré plus élevé que la préce-
dente, et qui contient le facteur g— 1, étranger a la question.

5. Dans le cas ot 'on supposerait infinie Ja fortune de I'un des deux

joueurs , celle par exemple du jeueur C, on aurait =% . Alors le nombre
- " - m - - 2 L4 .
m restant fini , la fraction ~ 5o » qui exprime la probabilité que ce joueur

se ruinera , s’-évanbuiyait , et la fraction m’fl_n ‘qui exprime la pro-
babilité qu'il ruinera son adversaire deviendrait égale a 1, ensorte que cette
derniere probabilité équivaudrait & la certitude ; le joueur B se trouverait
aloxs precisément dans le méme cas que dans le premisr probléme que nous
avons résolu, ol Pon supposait qu’il jouait indifféremment contre tous les
joueurs avec lesquels il se trouvait dans le cas de se mesurer. 1l est évident,

€
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en eifet, comme novs Yavons déja div (6 ), que ces joueurs peuvent alors

étre considerés comme un seul adversaire dont la forturne serait infinie , et
voila pourquoi le joveur de ce premier probléme devait nécessairement se
ruiner, Les calculs precédens s'accordent parfaitement avec ces resultats, car
nous avous vu que les # premiers termes de la série des B, sont les mémes

que ceux de la série des A, d'out il suit que ces deux séries sont identiques

quand n =

o* :
76. En supposant toujours le jen égal , et par conséquent ¢= 1, et fai-
sant m = n, comime tela a lieu dans le cas o les deux joueurs sont éga-

lement riches , les deux fractions ~=— et —=— deviennent égales et se ré-
duisent toutes deux & L. La probabilité de se ruiner est donc la méme pour

m+ n m-+n
les deux joueurs ; et comme rien ne diminue la totalité de leurs fortunes,
le danger auquel ils s'exposent, doit étre regardé comme compensé par
I'espérance qua chacun d'eux de doubler sa fortune. C'est dans ce sens
que y'ai dit (6) que le jeu ne presentait dans ce cas aucun désavantage
absolu, quoiqu’il soit toujours imprudent de risquer ainsi tout ce qu'on pos-
sede dans la vue de senrichir. La méme compensation aurait lieu, lorsque
les deux joueurs sont inégalement riches, si I'on pouvait regarder la perte
de sa fortune comme un malheur proportionnel i la valeur absolue de cette
fortune ; car en mulripliant 'a fortune du joueur B par la probabilité de sa
ruine , telie qu'elle a été déterminée (72) , et en faisant la méme opéra-
tion a I'égard du joueur C, on trouve deux produits exprimés par la méme
fraction .= , et par conséquent égaux entr'eux. Mais si le malheur de

perdre sa fortune est en général plus sensible , quand ceite fortune est plus
considérable , ce n'est point dans le rapport de sa valeur absolue, c’est seu-
lement 2 cause’des nouveaux besoins que se-font les hommes & mesure - qu'ils
acquierent des richesses, du rang qu'ils s'accoutument & occuper dans la
societe , ete. : considérations dont il est impossible de faire aucune évaluation
numerique , et qui me semblent devoir étre absolument rejetées de la
theorie purement mathématiqne du jeu , ainsi que je lai déja observé (3 ).
Le nalheur qui menace les joueurs, étanr le méme pour tous les deux,
rien ne peut compenser l'avantage de la probabilité qui existe en faveur du
plus riche , d’aprés les calculs précédens et l'experience constante des ré-
sultats ordinaires du jeu *, | " |

APPENDICE

77 J E m'étais proposé de joindre au Meémoire précedent quelques appli-
cations des formules qui y sont démontrées & diverses questions étrangéres’
a la théorie des probabilités , afin de ne laisser aucun doute sur lutilité
quon peut retirer de ces formules, dans des recherches trés-différentes de
celles qui m'y ont conduit ; mais cette utilité ne devant qu'étre indiquée:

ropey

* Tout le monde conmait le proverbe trivial, auquel cette expdrience a donné licu

G
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dans un ouvrage tel que celui-ci, jyai pensé qu'il suffisait d’en donner mm
seul exemple. Une formule connue depuis long- temps , mais dont je wai
trouvé nulle part de démonstration complette *, m'en a présenle un que
jai pieféré a tout autre, parce qu'il m'a foumi Yoccasion d'insister sur les
avanlages qu'on retirerait "de cette formule, si 'on y ramenzit, de la maniere
que je Pexzpliquerai bientdt , plusieurs héories jusqu'a present eparses et
independantes les unes des aulrts.; dans tous les ouvrages qui en traitent.

78 On sait que dans le cas de l'exposant entier et posmf ta formule
dit binome de Newton peut éire mise sous cette forme

(kb =d 4 2ab(a +E V4TI E (a4 )
n =G

n—1I1 n—2

n 363‘ . 8—6 T
-i-..rz . 3 4 (a +5 )_I_. S

] ™ » L] » [ [ L [ ] [ 18 -] | 3 . a L 2 » » » [ ] L

n n—1I n—=2 n— 1 F P n—2Xp R—2F
i R GTT T et 4],
elle donne a'ors la valeur d’une puissance quelconque de la somme cz+b.f
en fonction du produit @ & ¢t des sommes de puissances

n—2 —2 R4 n—4 n—06 n—2=a

“+b’ﬂ. +b s & =45 s O -+ b 's"""f"t

a=—zp

. T L . R C a _ +6 y ete,
la formule que je me propose de démontrer, donne .au contraire la waleur
de " —4-&" , en fonction du produit 2 & et des quantites -

n—8 : .
NCER (a4-bY) 1, (a+6) T4 (adb) S
' ' ' | Re=2p -
-8 . . v . . . . . . - . . ¢ ¢ .- . (a+ﬂ‘b) | -’. etc.
sous ce point de vue elle est ‘pour ainsi dire linverse de la formule du
bmome On trouve aisément par induction gque e

7—2 -3

o ¥ = (e 8) — Tablakd) A em S (a-l-b) R
i ) n__—_b i f;& agblg (af%b)n—ﬁ + .« v . . . . v .Fc e » E
| ¢ | ' B

&

’ -

» » . ] . - - - . . . . - . . . . o2 . . » . * »

TR et e L e O e e PG PR

- — 3 p 4 ete..[257 ;

pour Je démontrer d'une maniére complette et:générale, nous considérerons
le second membre de ceite équation comme une fonction de « et de b qu'il
s'agit de ramener a une forme plus.simple ; et'le.but _que nous . proposons.
sera rempll si nous trouvons quelle sc redult en effet a a"—+ b"

* Castilhon ,  dans les Memmrﬂq de Beilin , sast occupé de cette farmulc , maig la
- demonstrarmn qu'il en donne , Juoique bien supeneure a ce qu'on trouve surle méme- |
‘'sujet’ dans quelques livres - élémentaires , repose entiérement svr un, cajenl d'induction
dont il est impossible de suivre la marche , et ol T'on renconire i. chaque. pas de& .
réductions et des transformations dont,on ne vcul; point la cause, .
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;9- Eﬂ ecrwant successwem@nt ?z-- _\\T‘Z'"—Ai, ?4*--5, .- ._. e e e 2p, etc. 3 la place de n dans lequa-
- tion [34] ‘mous aurons ]es valeurs de L _ _

(ﬂ+f’) (4+6) ~ (a-.i-f') ves e e (ﬂ+5) , el
e ,ﬁ: _' o C 3 , . )

et en !es subst:tuznt ams: que celle de (a +6) dans la fanctmn que nous voulons redmre a 5a plus simple expres—
smn nous 1a changerops en . L ' S _ .

C +5 +'"—ab (a . n—z)_l_ ._'1.’2_{“2 ( n—4 ._ '

Jn

n-—a . n.;.-p-l-‘t' p‘ P Cm—2p R—3p
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8o. Si nous reprenons maintenant 'équation [ 57, que nous en calculions
fes derniers termes , en faisant successwement P=m 0, r==1,T=

=2, r=3,
¢tc. jusqua 7==p , dans le terme general
n4~2p ~2r 4+ zp-r-zr--t_u—i—zp—zr—z u—l—p—-r—l—l.m md-2r.—t m—_l-zr--z. m—l-r-l-r
3 2 : 3 p=r 1 2 -3 T

i‘ .

et que nous écrivions les termes ainst trouves dans un ordre inverse de celm
qui a ete syivi dans Péquation [ 57, nous aurcns

ed2p ud-zp -1 urap—2  udpi u42p -2 u+zp-—3
-— : .l — 3 — g o f _ .

p EE
ui-2p—4  wtp ‘?ﬂ+-ﬂ+z.p*—4 u42p—5 u-2p—§
3 p—1 1 1 )

o .' u-—l——p:--t m m-3

+ m m-=2p—1 M-t-2p -2

L m+8+1 _———
2 ’ 3 p
u-—l-m-l—zp u-—i—-m-’r-zp—-: u+n+ p—2 - n+'m+p+r
I E 2 - " sl 3 ?'—' ]

P
Supposons m ==—n, et écrivons les premlers les facteurs ol emtre cetre
lettre , il viendra

u~+2p u-F2p.—1 .u-l-zp—-'z

'-,u—f-p+1 n u-i~2p.-2 u_i+zp—-3

" P 3 . s ® p | _T.‘. 1 ---' _ > .-.
a-+-3p— & u—tp __.n-3 Ut2pemst ut2p-5 u')+_zp--6-" L pa—T .
—3 U poi T 5 2 3 Cop-e

4 R - n—2p-t1 Newm2p-t 2
L * L I N N - — PR
I 2 : 3 . _.

ﬂ+2p‘-;n u+2P'—-H—'I u+2p._n__z’ . E_'_P__nl_:l_r,

™ . » w @& @
1 2 ' 3

L.a valeur de z etant arbitraire , on peut prendre U==n—2p, o u~f2 P""’”’ N

le second membre disparait dans cete supposition. par levanoulssement de
son premier facteur, et l'on a

n n—1 n—3a

— .

Re—Ge=F 0 R—2-1—3 N

- o » *

n=p
——— 8 * ot 4 Sesmmr: ® § 0 eese——
T 2 3 p r 1 2 - 3 Pt
n n—3 ne—4 n—5 n_=6 Beep—1 . S ‘
S~ 0 e ¢ PEmEE——S g e ¥ P E—— o— . " o -8 o L3 R
1§ 2 G 2 3 p—2 L . -
. . - . s - > . . - » . . . . . . : * * . » . . ..
+ -.n..o n-2P+: . H-—zp-l"z e % & 9 5 8 @ u_'p_l .
s— L - P »
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Ie premlcr membre de cette. eqvatlon étant premsement 1a méme chose que

la somme des coéfficiens de &' & (2"~ * — 6" 7y, dans la valeur que nous
venons de trouver (79) pour X, il est €vident que la derniére des colonnes
que nows avons ¢crites dans cette valeur est égale a zéro, et comme cette
colonne représente toutes !es autres , gu'elle donne immediatement en y sup-

posant successivement p==1, p==2, p =3, etc., jusqua p == ou
L— suivant que 7 est pair ou impair, il s'ensuit que la valeur de X se

réduit , ainsi que nous neus étions proposé de le démontrer, & a" - 5",

1. La démonstration précédente n'offrirait que peu dintétét , si tout
n'annongait pas que les diverses applications que presente la formule qui en
est Lobjet, peuvent seules donner a l'algébre, et particuliérement a la réso-
lution slgébrique des équations, toute la perfectron dont cette partle des
mathematiques est susceptible. On trouve dens tous les ouvrages oil elle est
traitée avec quelque dtendue, la solution des €quations réciprogues ; des
méthodes pour résoudre les equatlons du troisieme degré, et celles des degres
plus élevés dont les racines peuvent étre déterminges par les mémes procedes;
Texamen des cas ol ces méthodes deviennent inutiles; des formules pour lex-
traction des racines des quantités en partie rationnelles et en partie irration-
nelles ou imaginaires etc. Mais on ne met aucune liaison entre ces dlfferens
cbjets, on ne les présente point comme de simples applications d'une méme
formule ce qui contribuerait a la fois 4 en simplifier I'eétude , et a les graver
plus facnlement dans le memoue. Rien ne serait - cependant plus aisé si lon
s'attachait a les deéduire de ! equanon [25} dont ils sont autant de eorol-
laires immeédiats. Cette maniere de les considérer m’a . paru présenter des
résultats trop avantageux pour ne pas entrer ici dans quelques details qui

ourront en donner une idee juste ; mais je dois auparavant dire un mot de
F ‘application de la méme formule 2 la détermination  des fonctions sym-
metriques des deux racines dume equation quelconque du second degré,
X —gx - A ==0. En nommant « et 5 ces deux racines,; on aura a—f—é
=g, ab'==/h, ¢t toute fonction symmeétrique de a et de 4. pourra éwre

représentée par @ 4 4" b, pour en trouver la valeur il faudra d’'abord
supposer dans I'équation [25] , n==5 —7r, ¢& qui donnera

$ ey § -t ST §—7 s--r-i_ﬁ_ §—r §—r=73 s——r_..; 2
a — ——— . [ —
+E =g — 6. + P ”
- » [ L ] - [ ) L R 2 [ L L 3 L] " » » ¥ ;l » » [ ] » ™ L -
‘g §— 7T s—r—2p--1I s...r-—-zp-l-z §—r—p—1 -s-zp h -
i. —— = L " 5 4 ¥ = — g -
- 2 3 P _|.etc
. ‘ﬁi\t M

s

on multipliera ensuite cette equatmn par a a b —-fz y €t lon gura L
ek AR A Y s-r-?.br-i-l 5.—.:- s-.r._3 .rf--rn-.; ,._l_.-.
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Py o s - @ ’ » ’ . » . » . * ) + J s ) . v o L

o S=F S—F—2PFl Semfemm2p--2 g—r—p—1 =r—2p r+r

Pty . s » 3 ¢ P" g h + EtC.
Le dernier terme de cette formule se trouve , quand s——r est pair, en fai-
sant 2 p==s5—7r, ou p ==, ce dernier terme est

A -
§~—7r S —r s
- 2 3 z T+ 1" ‘t"
_ + Somr .-l-. wE A ™™ 53 9 & g wi “'z Z ——— 1- 2 ﬁ
- I 2 3 4 §~r ¢

Lorsque s —. est impair il faut pour avoir le dernier terme supposer p ==

$—7”%, ce qui donne pour la valeur de ce terme
- .

S.—.r_I. fomr—1 st r—I
. _ r - fere—
- ) 2 : —
+£—-—— - "2". §-— » ‘t'l'- & o & & gh Z _-"'—I— s T h 2
- I 2 3 4 §—71 -1 = T & *
2

Dans T'un et Pautre cas le signe supérienr correspond aux valeurs paires de
p, Cest-k-dire & s=—r==4n,etd s—r=4n~1,1andis que l'inférieur a
lieu quand p est impair, c'est-a-dire quand § —r =4 r 42, ou que
S—rt=4 3. |

82. Les équations réciproques, considérées sous le point de vue le plus
général , sont celles dont le premier membre est une fonction symmétrique et
homogene , de l'inconnde et d'une quantité qu'on suppose ordinairement égale
b unité ,'mais que nous représenterons par ¢, pour donner plus de régularité
er de généraliteé au calcul, toute équation réciproque se trouvera ainsi cona-
wrise dans la formule " o

s pen”™ " dege® w” T e g ¢ T P p ™ T e 0 T =0,

LI

ou ce qui revient au méme

x " od-e " pex (-"‘m:z"i“’m'*z) "“"101#1 { xm“4+c7’_4)'+etc.'.-.ﬁ-_—o. R
La forme de cette équation fait voir qu'elle est divisible par x +- ¢ toutes les:
fois que m est impair.; et comme le quotient est une equation réciproque
dont le dogré est pair, il s'en suit que la solution générale des equations de
ce genre , ost ramenée & celle des équations réciproques de degré pair, qui
sont toutes représentées par la formule ' R

x”j—c”—{{pcg (xzr_ff—-l-c”—z)+qc=x=(x“_”‘-l-czr:‘“} + etc. := 0,
2 : . , -

. ' A P . I BRI . o
on réduit la solution de celle-ci i celle des équations du degré r, en l
divisant par ¢"x", ce'qui dénne - L

o - - - - LI S
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& Y 2
— -t +P r.-; == =t = + CIC. == 0,
et en y substituan.t A la place des quantités-
r--! 7—I r—2 r——2 :
. < * c
. : 4
- -_- + {.‘r_l +“'xr—q -’ cr-—). + xr_z 2 eic.

les valeurs qu’on trouve en supposant successivement 77 = r, A==t =1,
n== y -2, elc. dans I'equation

3 "4 H-—-b H-—"Zi. n=5

y h . R

a » ' - - 4 ) . - . [ L » » » . » - [ [ ] » L » ™

e + -;1 . ?!—-2:1_-%-! .1-.23;74-; .--. . .fn-—‘};--l {’tp—*l!’ :‘—_ E_tC-
qui n'est autre chose que l’éqﬁatioh [ 257, -dans laquelle on "a f’ait
X

a==, b-—-ﬁ; el par conséquent aé---l, et a—l—b""*——l—x, quan-

tite que nous avons représentée pour abreger par 7. Lequaﬁ o en g qui
résultera de ces substitutions ne’sera que.du degre 7., moincre de moiti¢
que le degré de I'équation en x; c'est ainsi que ia resclunon des equatmns
IEC!prouns d'un degre quelconque m, se reduit 4 celle des: équations - du

degre — ou -—-2--- suivant que n est palr ou 1mpa1r car des qu'on a les valeul;s
de 7, on trouve 27 valeurs de x en vertu de lequatmn |

et on a en @ntre x == - dans le cas oh m est nnpalr. o

83.. En falsallt dans lequatlen [25] a +5"-—J< i a & fz et d-{—ﬁ-—*z,
elle devaendra o oL

"';:‘—’r";,r“"i -—--—i’

Coy, 3

- " e gr i E RLE Telies amg
A n n__f.i 52 ‘ﬂ 4 n ____‘,_*_ﬂ'}; : - _-.
{ { . T I 2 .%: z . : i .- a 3 { +l-lt

. ’ L] - . - . > cl.'q- . I- ' Poe :: r L ." * d L ' 3 a .. 0. . ¥

o e k4 + =k [a7];
equanon entre 7.; ft-et & ou Fon peut regarder- { comme., l:nconnuet, La
solution de cette equatlon est liée- avec celle.de. I'équation._dont. 2. ou-

TBPI‘BSG’I‘IIE tcutes ]ES racmes et. qu ‘on 1"‘0{“8 1n1med:atement~ en. CDHSldBI'aHt

a" et " comme les deus racines dune méme eq_uatlon du second degre »
et en combmant les deux equatmns

-r : - '
..'. ‘.1’ AT T ELY o S
{ ? ot e ‘I: ‘L_ " 1 f « f: ‘:n‘d‘p ;l':.',-:_.j-a‘-r 8 S

a" '+ bn k aa bn e ;,n ; i

M ' .:.'fa' uarii LR Pliiy .,5. “ ._Li}i :r“!:}*:" o
ce qui donne | . |

-":
]
'-;L_ﬁii
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02 e kg e B =m0y U B e kP b =g, [ 28]
on voit en effet que chaque valeur de « au de 4 en donne une de 7, en vertu
de Péquation = a~ b =a—+ {1’- , et que réciproquement si 'on avait touses

les valeurs de 7, 'n trouverait celles de @ ou de b en tirant deux de ces der-
nieres de chague valeur de 7, par la résolution de I'équation du second degre

@ — gatTh=oc,0u b —gbad-h=—o0, [29].
On ramene ordinairement a solution de V'équation [ 27 ] 4 celle de I'équation

[ 28], parce que cette derniere se réduit a de simples extractions, apres

quona complettéd le quarré dont les deux premiers termes sont @~ ~—Ad”,
c'est ‘pourquoi I'on regarde comme entiérement résolues les €quations de ces
deux formes |

a* — kd"+ B = o,

n n - n— 2 " Rew -5 ...... E?I""G
et {-—-—-%fz{ 2_{..';1.” 3 £ AR .fl..é.f.*..fﬁ{ e

2 2

a ] . . ¢ . - ] - » e » - a " - a - » - » ] » L] - a

e on moipdy mozptz
- 2 ; 9 P

Ll

1Pt BT e = ks

dont la seconde est sur-tout remarquable en ce quelle devient quand n=3,
. 7 —8hg— k= o,

equatien qui renferme toutes celles du troisiéme degré, aprés qu'on en a
fait évanouir le second terme.

84. Ceest ainsi que les formules précédentes conduisent i la solution géneé-
rale des équatiens de ce degré, elles dounent égalemnent l'expression des
racines des eéquations de degres impairs dont on peut faire évaneuir tous les

termes pairs *, et que cette opération ramene aux équations qu'on trouve

€N supposant successivement n=—=25, n==17, etc,, savoir:
“ S' 2 ,
= Shed =S5y —k =0,

B Gt XX Al o U¥ AF 4l 4 8 4
etc. . etc. |

k...._. O.j_

tout cela est bien connu, ainsi que Pinutilité de ce procédé dans le cas anquel

on a donné le nom de cas irréductible ; les extractions auxquelles on est con-
duit devenant alers inexécutables, on doir regarder ¢

-~

_— ——

" RS o

T TR ' - - .
o ! i P . : . ’ - . 4 - .-

* La méthode de Tschirnaiis fournit un moyen bien simple d'y parvenir dans les équa-
tions du cinquiéme degré, 'équatien qu'on a 3 resoudré pour en faire évanouir le second
et le quatri¢ine terme ne monte qu'au Lroisiéme degré. g A
“soire ,

-y

omme absolument ilu-*
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soire, non-seulement la selution de I'équation [ 27}, mais anssi celle de
Péquation [ 287]. En effet, le but qu'on doit se proposer dans la solution
algébrique des équations, est detrouver une formule qui presente le tableau
d'une suite d'opéraiions a laide desquelles on puisse en calculer toutes les
racines , chacune sous la forme qui lui est propre ; c'est-2-dire, les valeurs exac-
tes des racines rationnelles, et des racines imaginaires a partie réelle rationnelle,
et les valeurs approchées de celles qui sont réelle, irrationnelles , ou imag:-
naires & partie reelle irrationnelle. Toute expression des racines d’une équation
qui ne remplit pas ce but ne peut étre daucun usage dans ia pratique, et
doit éire rejetée comme n'indiquant que des opérations inexécutables. Clest
ce qui arrive 4 I'égard des équations que nous examinons, lorsqu’on est con-
duit 2 extraire des racines impaires de quantités en partie réelles et en partie
imaginaires ; l'algébre qui donne le moyen d’extraire par approximation toutes
sortes de racines d'une quantité réelle, et seulement la racine quarrée d'une
quantité imaginaire , 2 l'aide des deux formules

Va—l-bl/_:_:—:fzi(vll/az-i-bz+a+V/Vaz_:51_£V;__I_)[3o]et

Z

Vie—s V1 =;_1_- (V’!{_ﬂz _: b ~+a V/l/ a-;._:_ . 1/':'{)[31] ’.

n'en présente aucun pour determiner les autres racines de ces quaatiiés,
indépendamment des équations mémes dont elles devraient donner la solution;
ensorte qu’aprés avoir trouve les expressions algebriques des racines deman-
deées, on ne peut essayer de les calculer sdns étre ramene par un cercle
vicieux aux €équations mémes qu'on sétait d’abord propose de résoudre *.
Aprés avoir ¢puisé toutes les combinaisons que ce sujet pouvait présenter ,
les mathématiciens se sont accordés ‘a reconnaitre que Fon ne devait avoir
dans le cas irréductible , aucun égard aux formules qui expriment les racines
de I'équation [27], et résoudre directement cette equation par la methode
des diviseurs commensurables ou par. les méthodes d'aproximation; il me
semble qu'ili auraient dit rejeter egalement les expressions algebriques des
racines des eéquations de la forme de I'équation [ 28 ], puisque ces
. expressions contiennent l'indication d’'une’opération inexécutable , et que si
elles n'ont pas l'inconvénient de donner une quantité réelle sous une forme
imaginaire , elle ont celui de donner une quantité imaginaire qu’on sait étre
susceptible d’étre ramenée i la forme a-4- 56 }”=1, sous une forme toute
différente , ce qui est aussi nuisible dans la pratique, ol 'on ne cherche les

* Les tables des sinus offrent i la vérité les mémes facilités pour ces extractiong,
ue les tables des logarithmes pour les extractions des racines des quantités reelles. .
ais je ne parle ici que des moyens tirés du -calcul ordinaire , qui su;plée dans le cas
ﬁrésept 3 l'usage de ces dernpiéres tables, et gui me saurait suppléer d celui des tables
¢s sjnus, - -

* H
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racines imaginaires que pour en connaitre séparement les deux parties. On -

doit donc regarder la solution: des équations de la forme ™" — 1o "+/i"=—=0 ,
comme incomplette en ce qu'elle ne sZiend point au cas donmy nous parlons, et
il parait que si P'on n'a fait que peu d’attention a cette imperfect’on d’'une mé-
thode qu’on voit par-tout annoncée comme si elle érait compietie et gene-
rale, cela vient de ce gue toutes les racines sont alors imaginaires , et qu’on
s'est en général beaucoup moins eccuppe des moyens de trouver ces racines:
sous la forme qui leur est propre, que de ceux qui conduisent 3 la détermi-
nation des racines reelles : voyons. st la théovie précedente offrirait quelque
chose Je plus satisfaisant a 1'egard des eqnations que nous examinons.

8%. La solution de I'equation [ 28] et celle de I’équation [ 277, sont telle-
ment dépendantes I'une de lautre ., que dés que la premiére ne peut plus:
servir a déterminer les racines de I'éequation [ 277, il faut au contzaire avoir
recours a ceile-ci pour trouver les racines de la premiere. Il sufht au reste de:
connaitre une seule des racines de I'équation [ 27 ], pour trouver toutes celles.
de Véquation [ 28 7; on la cherche d’abord par la methode des diviseurs com-
mensurables , et lorsque l'éguation n'a point de racines ratiennclies, on &

recours aux methodes d'approximation ; au moyen de cette valeur Je 7, et en:
résolvant l’équation Q> —— T a ~- /i —=o, onen obtient deux a2 ou & . qui don--
nent ensuite toutes les autres en les mulripliant chacurte par les # — 1 racines
de l'unité du degré n . qui ne scnt pas égale: & un. Mais pour appliguer cetre
méthode & une equation quelconque du nombrz de eelles qu'on résout ordinai-

vement 4 la maniere des equations du second degre, il taut d’abord la ramener
a la forme a”"——kad"4-1"=o0, cest-s-dire, quil faut la préparer de maniere
gue son dernier terme soit une puissance exacte du degre a: sans cette pre-
caution les coéfficiens de U'équation en g seraient irrationnels , ce qui compli-
querait beaucoup la solution de cette équation., et ne donnerait qu'une valeur
approchee dans des cas ot I'on peut avoir une expression radicale exacte et
n'indiquant que des opérations executables pour la-mettre en-nombre. Soit
donc x*?~——fx" - g==0, une équation dans laqucile la valeur de x* est
imaginaire , et dont la solution par la méthode ordinaire devient inutile , ik
faudra d’abord voir si 2 est pair ou impair. Dans le premier cas n. érant. de. la
.

, r

forme 27/, ol 7 désigne unnombre impair, on fera x* =y, et parconséquent a® =
ou x" == y* , ce qui rarnenerala solution de I'équation propesée a celle de I'équas
tion )alf—f}rf ~-g==o0, quon obtiendra par la méthode que nous allons: .
appliquer a I'équation x*"-—fx"—4 g=—0, en y supposant » impair. En

. a L - o gt & o !
faisant x = —— 7 » Cette equation devient —_—f n_"—l—g—-o . ou_:.
g 2'n g - g 2

n-7

L3 e e -
ar"—fg : a4~ g*=o0, dont le dernier terme est une puissance exacte:
du degré n, et qui ne contient que des coéfficiens rationnels, parce que n érant
. . n—1 » ' 3 ! . s m

impair, ~— est un nombre entier ;.on formera. donc I'équation en ¢, q ui sera
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- 17—
+£an-—2‘n.{-x n—2p-2 ”"‘P"‘Igp{n—zp— EIC.=ng
- 2 3 P +
apré:s qu'on aura trouvé une des valeurs de g , et quon en aura conclu toutes
celies de @, ainsi que nous venons de l'expliquer, on déterminera celles de

y a ' a . a ’ .
x, a laide de la formule x=——, ou » == — ~ ; le dénominateur

g_i-;— ‘I/gn—;t

de cette expression est 3 la verité irrationnel , mais il est toujours facile d'en cal-

culer la valeur réelle, la seule dont on ait besoin , cette valeur réelle est unique
n—1 .

parce que la quantité £ a2 est rationnelle, et que lindice n du radical est .

impair. Dans le cas ol z serait pair, la méthode précédente ne donncrait pas

r

les valeurs de x, nais seulement celles de x* , c'est pourquoi l'on ne calcule-
rait que deux de ces valeurs, correspondantes i deux valeurs de « deduites
d’une méme valeur de 7, et on extrairait de chacune r fois la racine quarrée,
par les formules [30] et [3i], on aurait ainsi deux valeurs de x qui don-
neraient toutes les autres en fes multipliant par les racines de l'unité du

degré n, différentes de un.

86. Le procede que nous venons d’indiquer , et qui peut seul conduire 3
la veritable solution des équations de la forme x*7 — fx" 4 g==o0 , lorsque
la valeur qu'eiles donnent pour »* est imaginaire , peut aussi étre employé
quand cette valeur est réelle ; mais ce n'est que dans le cas ot I'équation en

a un diviseur commensurable , qu'il présente plus d’avantages que la solution
par la méthode ordinaire, il donne alors les valeurs de x sous une forme plus
simple, et dont le calcul est moins compliqué que celui des expressions dédui-
tes de cette mérhode. On voit en réunissant tout.ce que nous venons de dire
que pour resoudre convenablement une €guation de la forme %27 — fx? — g
=0, il faut d'abord en tirer la valeur de x7 ; st elle est imaginaire, on ne pourra
employer que la methode de Iarticle 85; si elle est'réelle, il faudra encore se
servir de la méme méthode, calculer I'équation en 7, et chercher si elle aurait
ui diviseur commensurable; ce n'est que dans le cas olt I'on n'en trouverait
point , qu’il faudrait avoir recours 2 la marche indiquée dans tous les livres €lé-
mentaires pour résoudre les équations de cette forme. On en obiiendra ainsi
toujours les racines sous la forme la plus simple, et 'onne scra jamais obligé 2
recourir aux méthodes d'extractions des racines des quantités en partie ration--
nelles et en partie irrationnelles ou imaginaires, qui n'ont été inventées que
pour suppléer autant qu’il était possible aux défauts de la solution ordinaire.
La determination de ces sortes deracines, quoique devenue inutile 3 la résolu-

tion des équations dont nous parlons, est dailleurs trop intéressante en ¢lle-
H 2
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méme pour n'en pas dire un mot ; la méthode que je vais donner pour y parve-
nir sera une application bien simple de Ja théorie précédente , elle aura sur la
méthode ordinaire l'avantage d'étre vraiment analytique, en ce qu'elle ne
supposera point quon connaisse davance la forme de -la racine cherchée ,
comnpie on a ete jusqua present obligé de le faire, sans pouveir démontrer
que cette forme était la seule qui lui convint, et qu’il érait impossible d’obtenir
un résultat plus satisfaisant en lui assignant une autre forme.

87. Soit la quantité radicale du second degré e 4 3%, qui est réelle ou
imaginaire suivant le signe de 5, pour en extraire la racine du degré =, ox: repré-
sentera cette racine par x,etonaura a~- 1% = x", o0 b==x>"— 3 a x" 4 a3,
c'est-a-dire, x*"——2ax" ~a*— b=o0, équation de la forme de celles
que neus venons de résoudre, mais qui ne conduirait qu’a uncercle vicieux silon
en cherchait la solution par la méthode ordinaire ; il ne faudra donc employer
que celle du n° 85, qui donnera dans tons les cas une valeur de x de la forme
p+V ¢, ob p et g seront rationnels seulement quand léquation en 7 aura
un diviseur commensurable. Si elle n’en a pas et que 4 soit positif, le calcul de
Vexpression p 4+ J g serait plus difficile que celui de la valeur apprechee

n

de " a~+ V"% par lextraction immédiate , il sera donc inutile de suivre
cetie marche ; mais il n'en sera pas de méme dans le cas ol b étant négatif,
¢ + V' % serait imaginaire , car elle présente alors le seul moyen de
trouver les diverses racines de cette quantité, sous la forme a laquelle on
doit ramener toutes les imaginaires , ce qui remplit le vide que laissent dans
Ienseinble des operations arithmeétiques , qu'indignent les différentes formules
usitées en algebre , Fimpossibilit¢ ou l'on est de trouver directementles va-
leurs approchées des deux parties des racines impaires des quantités imagi-
naires. Jl semble qu'on n'a pas encore assez senti, malgré l'msage continuel
quon est oblige de faire de ces quantités, qu'elles font une partie essen-
tielle de la theorie du caleul , et que cette théorie ne sera jamais complette,
tant qu'on n'aura pas des moyens faciles et uniformes de les soumeltre aux
mémes operations quon exécute sur ies autres nombres.

§3. La derniere application que nous ferons des formules precédentes ,
aura pour chjet 'équation [ 27 ]. Nous en déduirons des relations tres-simples
entre les différentes racines de cette équation, a laide desquelles. nous

ourrons les calculer toutes , dés que nous en connaitrons une seule.
goit ¢ une de valeurs de 7, nous aurons pour deux des valeurs de 2 cu de
b les deux racines de Yéquation ¢> — ¢ ¢ 4- £ = o, et nous_ pourrons pren-

. » r + H‘J,__ , . . p— 1_—-—1-

dre indifféremment ¢ == ~= | Y , bétant alors égald .+ Ve _ 4k ‘
2 2

nous en concluronsa -+ 8= 1, et a b= V' =4k pour avoir les

autres valeurs de a et de b, il faundra multiplier celles que nous venous de
trouver par les racines de l'unité du degre n . et comme onay =gq - b=

a ~- {;; on trouvera toutes les valeurs de 7 ei1 substituant dans cette derniére
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dquation ilaplace dea, ! -1”; -4 multipli¢ par les racines »™*, de lunite;

soit p 4~ ¢ J —~ 1 une de ces racines, p — ¢ V1 en sera une autre, et

le pioduit de ces Jeux racines en sera une ftroisieme ; mals ce prodult est

réel et positf : il est- dopc nécessairement égal a lunité , ce qui réduit la
_ k

valeur generale de S 4+ ¢V —1) + —— =

- % ‘ L
ﬂ(P'l'QV—“I) ] (P_‘_gv-:_—;)’aZ:—‘G(P,-l--?V—'-I)'F

5(P_9V:):-"P(‘3+6)+9‘(d"‘—z’)V:':pz -l_:_

e V' ik —r, Cette valeur tres - simple donnera toutes celles de 7z,
en y mettant 2 la place de p et de ¢ les différentes valeurs
representees par ces lettres : p et ¢ étant des quantités reelles , les va-
Jeurs de 7 seront toutes reelles | qqelque soit le nombre n, lorsque 4 7
sera plus grand que 72, c'est-a-dire, toutes les fois que Ia valeur de

: =V Lk

P , Sera imaginaire; si, au contraire , @ est reel, 2 sera

2

plus grand que 4 £, et 7 sera imaginaire , 3 moins que ¢ == o, ce quine
peut avoir lieu que pour deux valeurs, lorsque z est pair, et pour une seule,
lorsque ce nombre est impair’; dans ce dernier cas, « sera réel ou imaginaire
dans les mémes circonstances que a”, d'olt il suit qwalors 'equation en 7
aura toutes ses racimes reéelles, ou men aura quune seule, suivant que la
valeur de ¢* sera imaginaire ou reelle. Ce theoréme bien connu, mais pour
lequel on a ordineirement recours 3 la consideration des lignes trigonomé-
triques , se trouve ainsi démontré d’une manicre purement algébrique et
tres-simple. o |

89. Telle est la maniére dent il me semble que cette partie de lalgthre
devrait étre présentée dans les traités olt Fon veut donner une idée juste de
toutes les branches de cette science, et s'attacher plutdt 2 développer quel-
ques principes fécends en conséquences, qu'a offrir ‘isolément des théories
dont on n’indique point la Yaison , et qui, quoique tres-intéressantes, chacune
en particulier, ne se fixent que trés-difficilement dans la meémoire de ceux qui
les étudient. Il est vrai que pour ramener a I'équation [ 25 ] tout ce que nous
venons d'en déduire , il faudrait pouvoir démontrer cette équation aussi géne-
ralement que nous venons de le faire, sans avoir recours 3 des formules
dépendantes de la théorie des probabilités, dont les commencans n'ont ordi-
nairement aucune idée. Voici une démonstration tres - simple qui ne peut rien
laisser & desirer  cet égard, et & laquelle J'ai éte conduit par le procedé auquel
yavais éié obligé d'avoir recours pour reduire a sa forme la plus simple
la formule du n.° 6qg. a, .

go. Apres avoir dévgioppé la quantité X, comme nous l'avons fait (y9),

toute la démonstration consiste a faire voir qu'elle se réduit & 47 4 67,
C'est-a-dire, 2 faire voir quune colonne quciconque , dont le coéflicient est
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A r
représente en genéral par
N —1 —2 —3 n— 1 — - TR A
mon=ined nm8 nmpht om o mmaono3onegq o ooommp o
I 2 3 b p 1 I 2 3 p— 1
n n—~—3 2.4 n=>5 n—p—rI n n—5 n—4 n—06 Ne=p - 2
I » 2 ] I z [ ] .e P.__.,z I 2 3 I » L . p__:?’ +
+rz n—2p-+1 n—2p-2 n—p—1
- - » . I [ ] 2 o 3 » [ ] . = ] - P 9
s'évanouit , quelque soit la valeur de p. Supprimons le facteur commun 2.
| 4
et rangeons tous. les facteurs des numérateurs de maniére que les plus
grands dans chaque terme solent teujours les premiers , il s'agira de démon- .
trer que
n-—1 u—z_u-—-3 n—p<4-1 n—2 1_-:-_3 ne4 n--p+
2 . 3 4 P 1 2 3 p—1
12—3 n—4 n—>5 n—p—1I n—4 n-b n—o n p-——z+
T2 I - p—2 -2 3 1 o p—3
+-n—-p..1 n—-p-—2 Ro.p—3 n—zp-4-1 f'
iio’o&e._ 2 3 » 4 - . P O!
ce qui se fait ainsi : en muldipliant I'une par lautre les deux équations
1 —t t o t4+1 2 "tz td-1 ¢ 3 fp—1 tp—2 t+ —3:
w————t =—(fmq) T4 ~Q j*_—-‘"ﬂ + T ’ PP AR TP, 4 £ m das 4...-’-11? ;
(1—a)t ¥ | G r - 2 3 1 2 3 4 p B
t t —I 2 f fe1 t-.2 3 ! t—1 t—2 t._3 ,-H..p_;_x-.v_:
et I—a t:!'-“—a—'-"""" @ - . a lt.ll""!-" - P oT——aeE s, 4 ::-
( ) X X 2 I - 3 + -1 % 3. & ’ P ¢ +
I 1 st F — — —_— — T
1=1}= _i. a—]—ij.:_i.ia : '+ . +l-.___a3+.. .._I._t_"l"P I .!-'-P 3'1+P 3. I'+P ”.____a + et
| i 3 oz 3 - X 2 3 & p 3
¢ t ¢ 2 b1 £ 3 g - — ¢ ot #
--—l-*—-d--—--i-—-a -—.LQ——.'——-G ama B0 r+P 2.r+p__-_§.r+p 4...-—5—- B (I __'e"
S A .1 a1 2 3 p—t o1 B
rop~1 2 - ¢ g et + t-]—p—-3 t-!—p.._:’,. . f t—1 ) + !
—e— g T —— P S e " ...._._......—0 — B ——— :.?:
X 2 I I + P2 L 2 ew
N, ' . ‘-;5.—'.?3
f f—¥ f—3 3 f—p-— o RPN . o
—— 4 omeenme {1 -"-"'_—u‘i'-.-—-—-.__ l.t 2{;?_-3[{‘..
X 2 ¥ I P-—3 2 3 g’i
’ . ’ ¢ . . » . . . * . .J . . * . . . - . j‘fﬁ
v bh
r . . " » . a t . » . a . . . . . . L] . )
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cette équation devant étre identique, quelques soient les valeurs de « et
de ¢, il faut que toutes les colonnes qui se trouvent aprés 1 dans le second
membre , s'évanouissent d'elles - mémes, ce qui donne en égalant seulement

32 zero celle qui les représente toutes, et en y supprimant le facteur com-
mun £,

tp-p—=1 t~+p—2 t4p_.3 t+p—4 741 t~p-—2 t+p—~3 t+p-4 t
T 2 3 4 5 T p I 2 R
t_l_p_,.3' t+p—4 ¢ i P | _z-[-p—-é. t t =1 t*z+'

I 2 'P._z 2™, " ”p—3" 2 3

| Ao $ -1 -2 t =3 t—p41 o
L ] .. —— -2 3 4 L - P e L 4

En faisant £ == n =— p, et en changeant l'ordre des facteurs du dénominateur,
on verra aisement que cette e€quation revient 2

n—1 m—2 n=—3 A~p+1 -2 n-3 n—4 n—p 4
2 - 3 4 c " » | p I L ] 2 3 .o ..p___l
-3 n—4 n-—5 n—p-—1 n—4 n-5 n-6 n-s_2
z2 T 2 7 p—z 2 3 " 1 7T po3
- lr-- I‘r + H“"-P—"I H'-"P"—-z. n_p—a ﬂ—"zp"l-l —_— O

—_— g ) 3 - 4 ' P T ?l_

qui est précisément celle quil sagissait de dementrer, ~
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